Estatistica
Aplicada a
Gestdo

Tiago Dias
Domingues

Estatistica Aplicada a Gestao
Licenciatura em Gestdo de Empresas

Tiago Dias Domingues

Escola Superior de Gestdo e Tecnologia de Santarém

k==l POLITECNICO

o DE SANTAREM
ESCOLA SUPERIOR
DE GESTAO
E TECNOLOGIA

Tiago Dias Domingues Estatistica Aplicada a Gestdo 1/271



Programa

Estatistica
Aplicada a
Gestdo

Tiago Dias B ESTATISTICA DESCRITIVA

Domingues

Organizag3o e apresentacdo de dados; Medidas de
localizagdo de tendéncia central e n3o central; Medidas de
dispersao; O coeficiente de variagdo

¥ PROBABILIDADES

Experiéncia aleatéria, espaco de resultados e
acontecimentos; Principio fundamental da contagem;
Algebra dos acontecimentos; Axiomatica da probabilidade;
Probabilidade condicional e independéncia; Teorema da
probabilidade total; Teorema de Bayes
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Programa

B VARIAVEIS ALEATORIAS

Variaveis aleatdrias discretas: a funcdo massa de
probabilidade e a fungdo de distribuicdo. Principais

modelos discretos: Bernoulli, Binomial, Hipergeométrica e

Poisson. Momentos de uma variavel aleatéria discreta.
Varidveis aleatérias continuas: a fun¢do densidade de
probabilidade e a func3o de distribuicdo. Principais
modelos continuos: a distribuicdo uniforme continua,
distribuicdo exponencial e a distribuicio Normal. O
teroema da aditividade da normal. O teorema limite

central e aplicacGes

B INFERENCIA ESTATISTICA

Estimacdo pontual e intervalar. Testes de hipdteses para

uma e duas populacdes
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Avaliacao

Avaliacao continua

B Realizag3o de dois testes ao longo do semestre (Cotado de

0 a 20 valores cada)

Data do 1.2 teste: 29 novembro 2022

Data do 2.2 teste: 24 janeiro 2023
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Avaliacao

Avaliacao continua

Condicoes de aprovacao:

M 71 > 8 valores e T2 > 8 valores (nota minima de 8

valores em cada momento)

W (T1+172)/2>9,5 valores

Material de consulta:

B Calculadora gréfica

B Formuldrio a disponibilizar pelo docente na pagina da

disciplina
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Avaliacao

Avaliacao por exame final

B Caso o aluno n3o obtenha aprovacdo na avaliacdo
continua dispde da 1.2 e 2.2 épocas de exame;

B As melhorias de nota s3o realizadas na 2.2 época de
exame;

B Data dos exames: mediante consulta do calendario de
exames a disponibilizar na pagina da ESGTS

Condicoes de aprovacao:
B E1>9,5 valores ou E2 > 9,5 valores

Material de consulta:
B Calculadora cientifica/ gréfica
B Formuldrio a disponibilizar pelo docente na pagina da
disciplina
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CAPITULO 1

Estatistica Descritiva e Andlise Exploratéria de Dados
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O que é a Estatistica?

M ¢é uma palavra derivada do latim <status> (estado)

M ¢ a ciéncia que se ocupa da recolha, andlise e interpretacao

de determinado tipo de informagdo, com o objetivo de
descrever, modelar e a partir dafi inferir e predizer

B ¢ possivel desta forma distinguir o ramo da estatistica
descritiva (que se ocupa da descri¢do dos dados) e a
inferéncia estatistica (onde se procede a inferéncia e

predi¢do)
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Populacao e amostra
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- B Uma populacao é um conjunto vasto de observacdes ou

Tlagg Dias . o ) , . L, .

Domingues unidades experimentais com caracteristicas préprias (a que
chamamos caracteristicas populacionais) que se
pretendem estudar. Formalmente, a populacdo é o
conjunto de todas as observacdes sobre as quais recai o
nosso estudo/interesse e serd denotada ao longo desta

disciplina por letras maidsculas do alfabeto (p.ex. X)

B Exemplo: Supondo que se pretende estudar a altura (em
cm) dos alunos da ESGT, tem-se que a populagao alvo
sao todos os alunos inscritos na ESGT
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Populacao e amostra

B De modo a conhecerem-se as caracteristicas da populacdo
procede-se a recolha de uma amostra representativa
dessa populacdo, de modo a inferir-se das caracteristicas
amostrais para as caracteristicas populacionais. Ao longo
desta disciplina irdo utilizar-se letras mintsculas do
alfabeto para denotar uma amostra

POPULACAO AMOSTRA
0009 ,0%00900 o
;""‘;\r"‘:’z%r.;‘ amostragem /. .\\\\\

T teSston £ UL
b 7’%\7&} inferéncia i ﬂ

1 .
Retirado de https://fernandafperes.com.br/intervalo-de-confianca
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Populacao e amostra
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sl e B O objetivo passa por conhecer caracteristicas da
Tiago Dias populacdo, também chamados de parametros e que s3o
Domingues

estimados através de caracteristicas (conhecidas) da
amostra, chamadas de estatisticas. Os parametros da
populagdo sdo quantidades desconhecidas mas fixas na
populacdo em estudo

B A amostra recolhida da Populagio é obtida com base em
técnicas de amostragem de maneira a obter-se
representatividade

B O conhecimento das caracteristicas amostrais é obtido
através da aplicacdo das técnicas de descricao de dados,
ou seja, da estatistica descritiva
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Populacao e amostra

Em resumo:

Também chamada de
& pardmetros

POPULAGAO

AMOSTRA

(representativada
AMOSTRAGEM populacio)

CARACTERISTICAS
AMOSTRAIS
(CONHECIDAS)

CARACTERISTICAS
POPULACIONAIS
(DESCONHECIDAS)

ESTATISTICA
DESCRITIVA

Necessario estimar com
base em informagédo
conhecida

ESTIMACAO DE

INFERIR DA AMOS]:RA PARAMETROS
PARA A POPULACAO
TESTES DE

HIPOTESES
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Populacao e amostra - notacao

Tal como ja foi referido anteriormente, iremos reservar as letras
maiusculas para a populacdo e as mindsculas para a amostra.
De uma forma geral uma caracteristica da populacio sera
designada por X.

A amostra observada, recolhida da Populacdo em estudo de
modo a inferir sobre a caracteristica X, serd denotada por
(1,2, ...,25), onde n é a dimensdo da amostra, ou seja, o
nimero de observacdes. Podemos também denotar a amostra
observada como sendo (x;),7 = 1,...,n. Uma amostra

observada é realizacdo de uma amostra aleatéria
(X1, Xo, ..., Xp).
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S A constituicdo da amostra envolve vdrias etapas, sendo a
iago Dias . .
Domingues primeira o chamado plano de amostragem:

W definicdo da populagdo alvo/interesse

B definicdo do processo utilizado para a selecdo dos
elementos da popula¢do a incluir na amostra

B estabelecimento da dimens3o da amostra

As operacoes de amostragem s3o, em geral, caras optando-se
muitas vezes por obter amostras auto-seleccionadas ou
amostras por "conveniéncia” em que o investigador selecciona
os elementos da populacdo a incluir de forma propositada.
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Obtencao dos dados - o processo de amostragem

Na situagao ideal estamos interessados em que as amostras
sejam obtidas por processos de amostragem aleatdria simples
sem reposicao, em que qualquer das possiveis subamostras de
dimens3o n que se podem retirar de uma populagido tém igual
probabilidade de ser seleccionada. Contudo, este processo é
bastante dispendioso.

O processo de amostragem que acabdamos de descrever é entdo
o chamado processo de amostragem aleatdria
(probabilistica). Ja no caso de se considerarem amostras por
conveniéncia, o processo que da origem a estas amostras é
chamado de amostragem nao aleatdria (ndo probabilistica).
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Obtencao dos dados - o processo de amostragem

Caracteristicas do processo de amostragem probabilistica:

M cada um dos elementos da populagdo tem uma
probabilidade (conhecida a priori) de ser seleccionado para
a amostra;

B baseados total ou parcialmente na interven¢do do acaso;

B tendo em conta a representatividade da amostra, é
possivel avaliar os correspondentes parametros
populacionais com a precisdo desejada

B conduzem as chamadas amostras aleatdrias
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Amostra1 Amostra2 Amostra k
n=3 n=3 2

m.br/slide/14293759/
Estatistica Aplicada a Gestdo

2Retirado de https://slideplayer.co
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Obtencao dos dados - o processo de amostragem

Caracteristicas do processo de amostragem nao
probabilistica:

B os elementos da populagdo a incluir na amostra sio
escolhidos pelo investigador de forma propositada;

B s3o utilizados em alternativa ao processo de amostragem
probabilistico devido a razdes de custo.

Seleccionada a amostra que vai servir para estudar uma
caracteristica da Populacdo, estamos entdo em condicbes de
descrevé-la através de técnicas de Estatistica Descritiva.
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Tipo de dados e variaveis

iiﬁ?ﬁﬁfz Vimos que o principal objetivo da Estatistica é o de dada uma
Gestso Populacido, recolher uma amostra, organiza-la e resumi-la
Tiago Dias

através de caracteristicas amostrais apropriadas e extrapolar a
informacdo da amostra para a Populagdo em estudo. A
amostra observada é constituida por dados que podem ser
classificados em dois tipos: qualitativos e quantitativos.

Domingues

e Tipos de dados e a escala de Steven

B qualitativos: os dados do tipo qualitativo ndo sdo
passiveis de mensuracdo. Nestes casos, apenas s3o
atribuidas categorias.

Os dados do tipo qualitativo podem ainda ser subdivididos
em nominais e ordinais.

Tiago Dias Domingues Estatistica Aplicada a Gestdo 20/271



Estatistica
Aplicada a
Gestdo

Tiago Dias
Domingues

Tipo de dados e variaveis

Um exemplo de dados qualitativos nominais é o sexo de um
individuo, cujas categorias sao Masculino e Feminino.

Ja para os dados qualitativos ordinais sao exemplos: o niimero
de estrelas com que se classifica um hotel ou a qualidade de
um seguro de sadde (Fraco, Bom ou Muito Bom).

Pergunta: O que diferencia os dados do tipo qualitativo
nominais dos ordinais? Os dados do tipo qualitativo ordinal
permitem uma ordenac¢do das categorias ao contrario dos
nominais.
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Tipo de dados e variaveis

B quantitativos: os dados do tipo quantitativo s3o
mensuraveis, ou seja, podemos contar ou medir através
deles.

Os dados do tipo quantitativo também permitem uma
subdivisdo. Estes podem ser de escala intervalar/razao
ou ainda percentual/absoluto.

Pergunta: O que diferencia os dados do tipo
quantitativo intervalares/razao dos
percentuais/absolutos? Os primeiros ndo possuem um
zero absoluto, ao contrdrio dos da segunda
subclassificacio.
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Tiago Dias Exemplo: a temperatura (graus centigrados) é uma variavel

Domingues do tipo quantitativo, mas que ndo possui um zero absoluto,
uma vez que 02C n3o representa auséncia de temperatura,
remetendo-nos assim para as varidveis de tipo quantitativo
intervalar.

A classificacdo dos dados em quantitativos e qualitativos e
respetivas subclassificagdes deve-se a Steven (1946),

denominando-se por escala de Steven.

Os dados resultam da observac3o de variaveis.
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Tipo de dados e variaveis

As varidveis podem ainda ser classificadas em dois tipos:

M discretas: a varidvel assume valores num conjunto finito
ou infinito numeravel. Exemplos: nimero de filhos,
nimero de lancamentos de um dado, niimero de
lancamentos de uma moeda, etc.

B continuas: a varidvel toma valores num conjunto infinito
ndo numerdvel. Exemplos: peso (kg), altura (cm), etc.

Observacao: os dados qualitativos ddo sempre origem a
variaveis discretas e os dados quantitativos podem dar origem a
varidveis discretas ou continuas.
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- = aDO A organizacdo de dados do tipo qualitativo passa pela

1ago 1as ~ A .
Domingues contrucdo de uma tabela, chamada de tabela de frequéncias.

Esta tabela é constituida por duas colunas que dizem respeito a
frequéncia absoluta e relativa de cada uma das categorias. A
frequéncia absoluta de uma categoria C; denota-se por n; e
corresponde ao nimero de elementos da amostra que pertence
a essa categoria.

A frequéncia relativa de uma categoria C; denota-se por f; e

corresponde a proporcao de elementos da amostra que pertence
a essa categoria.
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Organizar os dados e resumir a informacdo - dados
do tipo qualitativo

Ou seja,
n;

fi=—,

n

em que n é a dimensao da amostra.

A soma de todas as frequéncias absolutas é igual a n e a soma
das frequéncias relativas é a igual a 1 (ou 100%).
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Organizar os dados e resumir a informacdo - dados
do tipo qualitativo

Exemplo:® Os dados que se seguem, dizem respeito a situacio
profissional por nivel de escolaridade de individuos dos Estados
Unidos no ano de 2003.

Ensino Superior Ensino secundario Outras habilitacées Sem escolaridade
A trabalhar 8224 5654 11 167 2583
Desempregado 217 231 693 303
Reformado 956 1354 3107 2549
Total (n) 9397 7239 14967 5435

A informac3o apresentada nesta tabela diz respeito as
frequéncias absolutas.

3Fonte: Barrow, M. Statistics for Economics, Accounting and Business
Studies (2017)
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Organizar os dados e resumir a informacdo - dados

do tipo qualitativo

Caso pretendéssemos as frequéncias relativas, bastaria entdo
calcular o quociente entre a frequéncia absoluta e o niimero de

individuos observados em cada categoria. Ou seja,

Ensino Superior Ensino secundario Outras habilitacées Sem escolaridade
A trabalhar 8224/9397= 88% 78% 74% 48%
Desempregado 217/9397= 2% 3% 5% 6%
Reformado 956,/9397= 10% 19% 21% 47%
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Representacdes graficas - dados do tipo qualitativo

e Gréfico de barras (1)

Number of people (000s)
Number of people (000s) 12000
12000
10000 +
10000
80001
8000
6000 1
6000  inactive
4000 4000 |
2000 ’—‘ 2000 |
0 0
Higher  Advanced level ~ Other No Higher  Advanced Other No 4
education qualifications  qualifications education level qualifications  qualifications

“Fonte: Barrow, M. Statistics for Economics, Accounting and Business
Studies (2017)
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Number of people (000s)
16000

14000

12000 -

10000 -

O Inactive
@ Unemployed
@ Inwork

8000

6000

40004

20004

Higher  Advanced Other No
education level qualifications _ qualifications 5

SFonte: Barrow, M. Statistics for Economics, Accounting and Business
Studies (2017)
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Representacoes graficas - dados do tipo qualitativo

e Diagrama circular

No
qualifications,
1965
Higher
education,
9713
Cther
qualifications,
10173
Advanced
level, 5479

No
qualifications Higher
16% education
17%
Advanced level
18%
Other
qualifications
49% 6

®Fonte: Barrow, M. Statistics for Economics, Accounting and Business

Studies (2017)
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Tiago Dias O modo como conseguimos resumir a informacdo de dados
Domingues . . , , / .
quantitiativos é através do calculo de medidas, que se podem
dividir em medidas de localizacao e medidas de dispersao.
As primeiras permitem perceber a ordem de grandeza dos
dados, ou seja, onde se localizam na reta real; as segundas
indicam como os dados se distribuem na reta real.

* Medidas de localizacao

Comecamos por abordar a medida cldssica e conhecida de
todos, a média.
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Organizar os dados e resumir a informacdo - dados
do tipo quantitativo

B A média representa-se por T e consiste no quociente entre
a soma de todas as observacoes pela dimens3o da
amostra. Ou seja,

D e Ti

n

T =

Trata-se portanto de uma medida de tendéncia central.

B Uma outra medida de localizagdo é a moda (m), que
corresponde ao elemento mais frequente na amostra.

B A mediana (M), é também uma medida de localizagdo muito utilizada em
que para o seu cdlculo é necessario proceder a ordenacao da amostra.
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Organizar os dados e resumir a informacdo - dados
do tipo quantitativo

A mediana é entdo interpretada como sendo o valor tal que
50% das observacdes sdo menores ou iguais que a mediana e
50% das observacdes sdo maiores ou iguais que a mediana.

Notagdo: denota-se amostra ordenada por (z(1), ..., T(p)),
onde Z() é a i-ésima estatistica ordinal, verificando-se

é

Tem-se entdo que a mediana é dada por
T/ntl ,se m impar
M=y e
MG DMIC ReD
—2Z—5%— ,sen par.

Tiago Dias Domingues Estatistica Aplicada a Gestdo 34 /271



Estatistica
Aplicada a
Gestdo

Tiago Dias
Domingues

Organizar os dados e resumir a informacdo - dados
do tipo quantitativo

50% of the area 30% of the area

median or second quartile

"Fonte: Nicholas, J. Introduction to Descriptive Statistics (2006)
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Tiago Dias B Quantil empirico de ordem p (Q,). Esta medida

I indica-nos que 100p% dos valores do conjunto de
observagbes sdo menores ou iguais a @, e (1 — p)100%
sdo maiores ou iguais a . O quantil empirico pode ou
nao ser um elemento do conjunto de observacdes, tal
como se observou com a mediana. Formalmente,

Q Z([np]+1) ,se np nao ¢é inteiro
= T(np)TT(n X i
p M ,se mp inteiro,

em que [np| representa a parte inteira de np.
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Um exemplo cldssico de quantis sdo o 1.2 quartil e 0 3.2
quartil. Sabendo que para o primeiro caso se tem p = i e para
o segundo, p = % e de acordo com a definicdo exposta atras,
tem-se o seguinte:

> No caso do 1.2 quartil (@14 ou Qo.25), 25% das
observacdes s3o menores ou iguais ao valor do 1.2 quartil;

> No caso do 3.2 quartil (Q3/4 ou Qo.75), 75% das
observacdes s3o menores ou iguais ao valor do 3.2 quartil.
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Organizar os dados e resumir a informacdo - dados

do tipo quantitativo

25% of the area /7

first quartile

8Fonte: Nicholas, J. Introduction to Descriptive Statistics (2006)
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Organizar os dados e resumir a informacdo - dados
do tipo quantitativo

* Medidas de dispersao

As medidas de dispersao dizem respeito ao comportamento dos
dados, no que se refere a sua variabilidade.

Introduzimos o conceito de varidncia que n3o é mais do que a
média das distancias das observacdes relativamente a média.
Ou seja,

1
2 _ 2
S—n_lg(acZ T)°.

i=1

Desenvolvendo a soma de quadrados, resulta ainda que
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Organizar os dados e resumir a informacgao

Como resultado da varidncia, surge o desvio padrao. Esta
medida calcula-se fazendo a raiz quadrada da variancia. Ou
seja,

s = Vs
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Organizar os dados e resumir a informacdo - dados
do tipo quantitativo

B Amplitude interquartil: corresponde a diferenca entre o 3.2 quartil e
0 1.2 quartil. Denota-se por AIQ.

AIQ = Q374 — Quya-

B Amplitude amostral: corresponde a diferenca entre o maximo e o
minimo da amostra.

R=2@m) —2q)-

°Fonte: Nicholas, J. Introduction to Descriptive Statistics (2006)
Tiago Dias Domingues Estatistica Aplicada a Gestdo 41 /271



Estatistica
Aplicada a
Gestdo

Tiago Dias
Domingues

Organizar os dados e resumir a informacdo - dados

do tipo quantitativo

B Coeficiente de variacao: trata-se de uma medida de
dispersao relativa que indica a ordem de grandeza do

desvio padrao quando comparado com a média. Trata-se

de uma medida muito utilizada quando se pretende
comparar a variabilidade de amostras distintas.

Tiago Dias Domingues

v = > % 100%.
X
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Suponhamos que foi retirado da producdo de uma fabrica um
conjunto de 30 lampadas de 60Watts. Foi realizado um teste a
durabilidade (em horas) das lampadas e os resultados obtidos
foram os seguintes:

963.4 1175.9 1001.7 1198.2 1078.3 1065.4 1124.8 1083.8
1092.7 1143.8 1087.3 11141 1089.5 11335 1072.8 1003.4
922.0 1121.8 1142.0 950.1 1021.7 1052.1 987.2 1108.4
1099.3 1075.6 901.3 988.8 1074.1 1109.8

O histograma é uma representacdo gréfica utilizada para
representar dados do tipo quantitativo, para os quais se
realizou algum tipo de agrupamento.
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Representacdes graficas - dados do tipo

quantitativo

e Histograma

Trata-se de um gréfico de dreas, em que a soma da area de
cada um dos rectangulos que formam o histograma é igual a 1

ou 100%.

Frequéncia
0 2 4 6 8 10

Histograma

— [ |

r T
900 950

Tiago Dias Domingues

T T T T 1
1000 1050 1100 1150 1200

duracéo das lampadas (horas)
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Representacdes graficas - dados do tipo
quantitativo

e Diagrama em caixa-de-bigodes

Além do histograma, uma outra representacio gréfica possivel para dados
quantitativos é o diagrama em caixa-de-bigodes. Trata-se de uma representagio
bastante util para comparar amostras, bem como obter informag3o sobre a
simetria (ou falta de simetria) dos dados. A sua construgdo envolve as seguintes
medidas

Whiskers
median
T
T 7T
45 50 N 55 60
scale 10

YFonte: Nicholas, J. Introduction to Descriptive Statistics (2006)
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Representacdes graficas - dados do tipo
quantitativo

e Diagrama em caixa-de-bigodes

Através do diagrama em caixa-de-bigodes é possivel observarmos observa¢des
extremas, que se afastam das restantes observa¢des da amostra. A essas
observacgdes extremas damos o nome de outliers.

Whiskers

1 1

| median | Outliers
I N\
S 0
I I

| 7 7 |

! 9 % 1

| |

4o ! 45 50 N 35 60 ()‘5‘ 70

} scale !

11

“Fonte: Nicholas, J. Introduction to Descriptive Statistics (2006)
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Representacdes graficas - dados do tipo
quantitativo

e Diagrama em caixa-de-bigodes
Como saber se uma observacdo é um outlier?

* A barreira de outliers
B.I = Q1/4 — 1.5 x AIQ
B.S = Q3/4 + 1.5 x AIQ

Todas as observagdes que estiverem fora do intervalo
[B.I, B.S] sdo consideradas outliers.
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Representacdes graficas - dados do tipo
quantitativo

e Analise da simetria dos dados através do diagrama em
caixa-de-bigodes

Dados simétricos Enviesamento para a esquerda Enviesamento para a direta

SEEEEEEN S EE

2Fonte: Martins, EG. Introduco 3 Probabilidade e 3 Estatistica (2005)
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Representacdes graficas - dados do tipo
quantitativo

Relativamente a anélise da simetria dos dados, podemos entao
concluir que
B Distribuicao simétrica: média = mediana = moda

B Distribuicao assimétrica positiva ou enviesada a
direita: moda < mediana < média

B Distribuicao assimétrica negativa ou enviesada a
esquerda: média < mediana < moda
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Representacdes graficas - dados do tipo
quantitativo

Algumas observacoes:

B a2 média é uma medida pouco resistente a presenca de
outliers. Nesse sentido, deve usar-se a mediana como
medida de localizagdo (mais resistente)

B o desvio padrdo é uma medida pouco resistente a presenca

de outliers. Nesse sentido, deve usar-se a amplitude
inter-quartil como medida de dispersdo (mais resistente)
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Representacdes graficas - dados do tipo
quantitativo

Exemplo:
Amostral: 5 6 6 7 7 8 10
B Média=7; Mediana=7

Amostra2: 5 6 6 7 7 8 50
B Média=8.43; Mediana=7
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Exemplo de aplicacao

Os dados seguintes dizem respeito ao tempo (em minutos) que
12 funciondrios demoraram a chegar ao seu local de trabalho
num determinado dia 3.

18 34 68 22 10 92 46 52 38 29 45 37

Repare-se que a amostra n3o se encontra ordenada e utilizando
a notagdo estabelecida anteriormente para uma amostra
observada, tem-se que

xr1 = 18,20 = 34,23 = 68,24 = 22,25 = 10,26 = 92,27 = 46,28 = 52,29 =
38,210 = 29,211 = 45,12 = 37, em que n = 12.

BFonte: Nicholas, J. Introduction to Descriptive Statistics (2006)
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Exemplo de aplicacao

Procedendo a ordena¢do da amostra,

z(1y) = 10, 3(2) = 18,m(3) = 22, 7(4) = 29, 3(5) = 34, () = 37, 3(7) =
38,£E(8) = 45,1‘(9) = 46,.%(10) = 52,:)3(11) = 68,%(12) = 92.

Estando a amostra ordenada, é possivel identificar o minimo e o maximo da
amostra: z (1) = 10 e z(12) = 92, respetivamente. Vamos agora proceder ao
célculo das medidas de localizac3o.

B Média: Recorde-se que a média () é definida como sendo o quociente da
soma de todas as observa¢des pela dimens3o da amostra. ou seja,

12
12 . 491

g i1 @ A9 i
12 12
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Exemplo de aplicacao

No que diz respeito a moda, repare-se que ndo ha nenhum
elemento mais frequente, pelo que todos os elementos da
amostra s3o modas.

B Mediana: para o cilculo da mediana, o primeiro passo a
verificar é se a dimens3ao da amostra é par ou impar. Neste

caso, como n = 12 (é par), a mediana vem dada por
M = 23 +2x(721+1)'

Assim,

To12y + X 12 T +x 37+ 38
M = (5) 2(2“‘1): (6)2 ™ _ ;— = 37.5 min.
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Aplicada 3 B Quartis: vamos proceder ao calculo do 1.2 e 3.2 quartis,
Tiago Dias respetivamente. Tem-se que
Domingues

1.2 quartil (Qp.25): np = 12 x 0.25 = 3 (é inteiro), logo,

Z(np) T T(np+1) _ Z(3) + T(q) _ 22+ 29

5 B) 5 = 25.5min.

Qo.25 =

3.2 quartil (Qo.75): np =12 x 0.75 = 9 (é inteiro), logo,

Z(np) T T(np41) _ T + Z(10) _ 46 + 52
2 2 2

= 49min.

Qo.75 =
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Exemplo de aplicacao

Calculadas as medidas de localizagdo, vamos agora proceder ao
calculo das medidas de dispersao.

B Variancia: sabemos que a variancia corresponde a média
do quadrado das distancias de cada uma das observacdes
relativamente a média. Em particular, vimos que poderia
ser util considerar

12 2

o x n

82 _ Zz_l i 562.
n—1 n—1

~ . 12
Vamos entdo proceder ao célculo de > ;% 2.
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Exemplo de aplicacao

2

T; x5
10 100
18 324
22 484
29 841
34 1156
37 1369
38 1444
45 2025
46 2116
52 2704
68 4624
92 8464

2w =491 S a? = 25651

Sabendo que a média (jd calculada anteriormente) é de 40.917,
entdo (7)? = (40.917)2 = 1674.174, tem-se que

25651
52_

12

= _(=£.1674.174) = 505.5379 min.?

11

Tiago Dias Domingues

11
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s = V52 = \/505.5379 = 22.48417 min.

Temos ainda que x (1) = 10 e z(19) = 92, pelo que a amplitude
amostral é R =92 — 10 = 82. Tendo em conta o primeiro e
terceiro quartis (calculados anteriormente), a amplitude
interquartil vem dada por

AIQ = Q3/4 — Qujs = 49 — 25.5 = 23.5.

Relativamente ao coeficiente de variacdo, tem-se que

22.48417
cv =2 x 100% = 50T x 100 = 54.95%.
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Exemplo de aplicacao

Vamos representar os dados com recurso a um diagrama em
caixa-de-bigodes. Para tal, necessitamos das seguintes medidas:
Q1/4: M, Q3/4, AIQ, min. e maz.. Vimos anteriormente que
Q174 = 25.5,M = 37.5,Q3/4 = 49, min. = 10 e mazx. = 92.
Assim,

B.I =255~ (1.5 x 23.5) = —9.75

B.S =49 + (1.5 x 23.5) = 84.25

De acordo com a barreira de outliers, verificamos que 92 ¢ [—9.75, 84.25], pelo
que é considerado um outlier. N3o se verficiando a existéncia de outliers a
esquerda, temos que o bigode a esquerda vai até ao minimo da amostra,
enquanto que o bigode a direita vai até a observagdo da amostra imediatamente
anterior que n3o é considerada um outlier, ou seja, até ao valor 68.
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Exemplo de aplicacao

=37.5 (mediana)

l T
=10 20

{minimo)

=25.5
(12 quartil)

Tiago Dias Domingues

T T

40 =49 60
(32 quartil)

Tempo (minutos)

=68

T
80
outlier

(maior observagio =02

que ndo € outlier) [miximo)
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Introducao

B Experiéncia aleatdria é uma experiéncia que pode ser
repetida nas mesmas condicGes, em que n3o se sabe qual
o resultado que se ird observar, contudo conhece-se o
conjunto de resultados possiveis (ou espa¢o de resultados),
ou seja, o seu universo. Designaremos o conjunto de
resultados possiveis por €.

B Acontecimento: objeto(s) ao(s) qual(is) atribuimos
probabilidade. Podemos distinguir dois tipos de
acontecimentos: acontecimentos simples ou
elementares e os acontecimentos compostos. O
exemplo seguinte permite diferenciar os dois tipos de
acontecimentos.
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Introducao

Exemplo: Consideremos a experiéncia aleatéria que consiste
no lancamento de um dado. O conjunto de resultados possiveis
é 0 ={1,2,3,4,5,6}; sair a face 2 ({2}) é um acontecimento
simples ou elementar e sair face par ({2,4,6}) é um
acontecimento composto. Se, em vez de lancarmos um dado e
observarmos a face voltada para cima, forem lancados dois
dados, ent3o o espaco de resultados é dado por

) =

{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4), (1,5),(1,6), (2,1), ..., (6,5), (6,6)},

ou seja,

//

\./\
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T e Nota: ao conjunto vazio, (), chamamos de acontecimento

DS impossivel e a {2 acontecimento certo. Adicionalmente, o
cardinal de um conjunto corresponde ao nimero de elementos
desse conjunto. No exemplo anterior, #£) = 36, em que #
representa a cardinalidade do conjunto.

Ainda relativamente ao espaco de resultados, €2, diz-se que é
um espaco discreto se toma valores num conjunto finito ou
infinito numeravel, ou seja, podemos contar cada um dos seus
elementos; caso contrdrio diz-se continuo se contém um
intervalo de ndmeros reais. Deixa-se como observacao que
qualquer elemento de €2 é um subconjunto do mesmo.
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Introducao

Algumas notas sobre teoria de conjuntos:

B Subconjunto: dados dois acontecimentos A e B, diz-se
que A é um subconjunto de B, e escreve-se A C B (Q),
se e s6 se a realizacdo de A implica a realizacdo de B.
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Introducao

B dados dois acontecimentos A e B, a unido dos dois

acontecimentos denota-se por A U B.

Tiago Dias Domingues
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Introducao

B dados dois acontecimentos A e B, a intersecdo dos dois
acontecimentos denota-se por AN B.

Tiago Dias Domingues
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Introducao

B dado um acontecimento A, para denotar o complementar

de A, ou seja, dizer que A ndo ocorre, utiliza-se A.

A

Tiago Dias Domingues
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Introducao

B dados dois acontecimentos A e B, a diferenca dos

acontecimentos A e B representa-se por A— B = (ANB).

Tiago Dias Domingues
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Introducao

B dados dois acontecimentos A e B, diz-se que A e B s3o

mutuamente exclusivos ou disjuntos, se AN B = ().

Tiago Dias Domingues
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Introducao

Ainda algumas propriedades importantes:

1. Distributiva: AN(BUC)=(ANB)U(ANC)e

AU(BNC) = (AUB)A(AUC):
2. Leis de De Morgan: ANB=AUBe AUB = ANB.

Tiago Dias Domingues
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Cesiae B Pierre-Simon Laplace foi um dos primeiros matematicos a
gf,i‘i’ngDL',Z estabelecer uma teoria rigorosa da probabilidade, tendo

publicado o célebre " Théorie Analytique des Probabilités
(1812)" onde surge a definicdo cldssica de probabilidade.

 THEORIE
ANALYTIQUE

DES PROBABILITES:

E cow
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Introducao

B Definicao Classica ou de Laplace: a probabilidade de
um acontecimento A é dada pelo quociente entre o
ntimero de casos favoraveis e o niimero de casos possiveis,
desde que estes sejam equiprovaveis, ou seja,

niimero de casos favordveis a A

P(A) = .
( ) nitmero de casos possivels

Exemplo: Considerando um dado equilibrado e o

acontecimento A : " Sair face impar’ , tem-se
P(A)=2=1
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B Definicao frequencista de probabilidade: a
probabilidade de um acontecimento A é dada pelo limite
da frequéncia relativa com que se observou A , isto é,

P(A) = limp—se0 A,
n
em que ny4 representa o niimero de observacoes de A, e n
o nuimero de realizagdes da experiéncia aleatéria. Para
valores elevados de n, podemos assumir que P(A) ~ =4,
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Introducao

Exemplo: Lancou-se 200 vezes uma moeda regular e
registou-se ao fim de cada langamento a frequéncia relativa do
acontecimento A:"sair coroa”.

Na tabela seguinte
encontram-se os primeiros 100 lancamentos.

n fn n fn n fn n fn n fn n fn

1 1.00 19 0.421 37 0.486 55 0.473 73 0.479 91 0.495
2 0.500 20 0.450 38 0.474 56 0.482 74 0.473 92 0.489
3 0.667 21 0.476 39 0.462 57 0.491 75 0.480 93 0.495
4 0.750 22 0.455 40 0.450 58 0.500 76 0.487 94 0.500
5 0.600 23 0.435 41 0.439 59 0.508 7 0.494 95 0.505
6 0.667 24 0.417 42 0.452 60 0.500 78 0.487 96 0.500
7 0.571 25 0.400 43 0.465 61 0.492 79 0.494 97 0.495
8 0.625 26 0.385 44 0.455 62 0.484 80 0.488 98 0.490
9 0.556 27 0.407 45 0.467 63 0.476 81 0.481 99 0.495
10 0.500 28 0.429 46 0.457 64 0.469 82 0.488 100 0.500
11 0.455 29 0.448 47 0.447 65 0.462 83 0.494

12 0.500 30 0.433 48 0.458 66 0.470 84 0.500

13 0.538 31 0.452 49 0.469 67 0.478 85 0.494

14 0.500 32 0.438 50 0.480 68 0.485 86 0.488

15 0.467 33 0.424 51 0.490 69 0.478 87 0.483

16 0.438 34 0.441 52 0.481 70 0.471 88 0.489

17 0.412 35 0.457 53 0.491 71 0.465 89 0.483

18 0.389 36 0.472 54 0.481 72 0.472 90 0.489
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Introducao

Estatistica

Aplicada a . - A .
Gestio B Lei dos grandes nameros: quando uma experiéncia
e s aleatdria pode repetir-se um grande nldmero de vezes em
'omingues

condicdes semelhantes, definindo um acontecimento A no
respetivo espaco de resultados e calculada a respetiva
frequéncia relativa da sua realizacdo em n provas,
verifica-se (empiricamente) que quando n aumenta, existe
uma tendéncia para a estabilizacao da frequéncia
relativa em torno de um nimero que corresponde de
forma aproximada a P(A). Assim, qualquer que seja

€ > 0, existe um ndmero de provas, ng, a partir do qual

P(A) —e < fn(A) < P(A) +¢,
ou seja, lim, 1o P(|fn(A) — P(A)| < &) = 1.
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Axiomatica de Kolmogorov

N3o existe uma definicido do que é a probabilidade, existem é
conjunto de "regras’ ou axiomas que permitem descrever o
seu comportamento. Assim, probabilidade é uma medida que
verifica os seguintes axiomas:

1. P(A) > 0, qualquer que seja o acontecimento A;

2. P(Q) =1,

3. Se A e B sdo acontecimentos disjuntos,
P(AUB) = P(A) + P(B);

Este dltimo axioma pode ser ainda generalizado da
seguinte forma:

3* Se Ap, As, ... s3o acontecimentos disjuntos dois a dois,
entao

o]

P(URA;) = > P(A;).
i=1
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I el Como consequéncias imediatas da axioméatica de Kolmogorov,
tem-se:

1. P(0)=0;
2. Se AC B, entdo P(A) < P(B);
3. P(A) =1- P(A);
4. P(A) €[0,1];
5. P(A— B)=P(ANB) = P(A) — P(ANn B);
6. P(LAUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).
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Axiomatica de Kolmogorov

B Exemplo: Em determinada populacdo, 9.8% das pessoas
adquirem a revista A, 22.9% a revista B e 5.1% ambas as
revistas. Podem ent3o definir-se os acontecimentos
A:" adquirir a revista A" e B:"adquirir a revista B" .

(a) A probabilidade de adquirir somente a revista A,
acontecimento AN B = A — B, é dada por

P(ANB) = P(A - B) = P(A) — P(AN B) = 0.098 — 0.051 = 0.047.
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Axiomatica de Kolmogorov

(b) A probabilidade de uma pessoa escolhida ao acaso adquirir
pelo menos uma das revistas, acontecimento AU B, é
dada por

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) = 0.098 4 0.229 — 0.051 = 0.276.

(c) A probabilidade de ndo adquirir nem a revista A, nem a
revista B3, acontecimento AN B, é dada por

P(ANB)=1-P(ANB)=1-P(AUB) =1-0.276 = 0.724.
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S com n elementos distintos e suponha-se que a partir deles
iago Dias , .

Domingues se formam grupos com um nimero fixo de k elementos

(k=1,2,...,n), ndo repetidos, mas onde os grupos
diferem pela ordem em que os elementos sao
seleccionados. Os grupos que assim se obtém chamam-se
de arranjos de n elementos em grupos de k elementos.
Representa-se por Aj.

Exemplo: Dispondo de quatro pecas de pano de cores
diferentes (por exemplo: azul, vermelho, branco e
amarelo), quantas bandeiras tricolores de faixas de pano
verticais podem elaborar-se sem repetir as cores?

Neste caso, uma vez que a ordem das cores produz bandeiras diferentes,
pretende-se: A‘é =4x3x2=24.
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o B Arranjos (com repeticdo): quando nos arranjos entram
Tlagg Dias . 4 . ,
Domingues elementos repetidos do conjunto, tem-se que o nimero

de arranjos de n elementos em grupos de k elementos é
n _ k
dado por aj = n”.

B Permutacgoes: as permutacdes de um conjunto de n
elementos distintos s3o arranjos de n elementos em grupos
de n elementos, isto é, as permutagdes sao grupos
formados por todos os elementos do conjunto. O nidmero
de permutacgdes de n elementos é entdo dado por

P,=A"=n(n—-1)(n—2)..2x1=nl!

n
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Tiago Dias B Combinagdes: considere-se um conjunto com n

pominges elementos distintos e suponha-se que a partir deles se
formam grupos com um ndmero fixo de k elementos
(k=1,2,...,n), ndo repetidos, mas onde os grupos nao
diferem pela ordem em que os elementos sao
seleccionados. Os grupos que assim se obtém chamam-se
de combinac¢bes de n elementos em grupos de k
elementos. Representa-se por C} ou (Z)

n_ (M) n!
Ck = (k) T El(n—k)
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Probabilidade condicionada e independéncia de

acontecimentos

Para introduzir o conceito de probabilidade condicional,
consideremos o exemplo de Pestana e Velosa (2010) que

consiste no seguinte: se numa urna houver 5 bolas brancas e 5

bolas pretas, tirando uma bola ao acaso (e podemos assim

considerar que os requisitos laplacianos de equiprobabilidade

dos acontecimentos elementares estdo a ser respeitados), a

probabilidade de sair bola branca é

Tiago Dias Domingues
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Probabilidade condicionada e independéncia de
acontecimentos

Suponhamos que a bola extraida é de facto branca, e que a
removemos (ndo é reposta na urna); passou a haver na urna
apenas 9 bolas, das quais 4 s3o brancas e 5 s3o pretas. Se
tirarmos agora ao acaso uma das restantes, a probabilidade de
extrair bola branca, sabendo que antes foi retirada uma bola
branca, é

4

P(Bs3|By) = —.

9
A notacdo indicada anteriormente |é-se como "a probabilidade
de sair bola branca na segunda extracao condicional a ter saido
bola branca na primeira extracao”.

Tiago Dias Domingues Estatistica Aplicada a Gestdo 87 /271



Probabilidade condicionada e independéncia de
acontecimentos

Estatistica
Aplicada a
Gestdo

Sif;i?n;‘: Por outro lado, podemos pensar na probabilidade de sair bola
branca na primeira extracdo e bola branca na segunda extracg3o.
Ora, para a primeira extracdo existem 5 casos favoraveis,
enquanto que na segunda ja existem apenas 4. Relativamente
aos casos possiveis, existem 10 na primeira extracdo e 9 na
segunda. Ent3o a probabilidade pedida é dada por

5 x4
10x9’

que n3o é mais do que o produto da probabilidade de By pela
probabilidade condicional de Bs, sabendo que By ocorreu.

P(Bl ﬂBg) =
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Probabilidade condicionada e independéncia de
acontecimentos

Desta forma, temos entdo a seguinte defini¢cdo:

B Probabilidade Condicionada: dados dois acontecimentos
A e B, a probabilidade condicional de A dado B, ou
sabendo B é dada por

Pus) = T,

se P(B) > 0.
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Probabilidade condicionada e independéncia de
acontecimentos

Da definicdo de probabilidade condicionada, obtém-se
facilmente a regra do produto:

P(AN B) = P(A|B) x P(B).

No caso em que a ocorréncia do acontecimento B ndo tem
qualquer influéncia sobre a ocorréncia de A, tem-se

P(A|B) = P(A). Analogamente se coloca a questdo quando
se tem P(B|A). Desta forma, utiizando novamente na regra
do produto, tem-se

P(ANB) = P(A) x P(B).
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Probabilidade condicionada e independéncia de
acontecimentos

B Exemplo: Depois de inlimeras experiéncias com pegas de
vulcanite moldada obtiveram-se os resultados que se
encontram na tabela seguinte, onde se estabelece a
classificacdo das pecas segundo dois critérios - porosidade
e dimensdo - cada um dos quais revestindo duas
modalidades: A:"pecas porosas”; A:" pecas n3o porosas”;
B:"pecas de dimensionamento defeituoso”; B:" pecas de
dimensionamento n3o defeituoso”.

Dimensionamento Porosas Nao porosas Total

Defeituoso 2.1% 4.9% 7%
N3o defeituoso 18.1% 74.9% 93%
Total 20.2% 79.8% 100%
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e Do exemplo anterior podemos obter:
Do D M Probabilidade de obter uma peca porosa: P(A) = 0.202

B Probabilidade de obter uma pega n3o porosa:
P(A) =0.798
M Probabilidade de obter uma peca de dimensionamento

defeituoso: P(B) = 0.070
B Probabilidade de obter uma peca de dimensionamento nao

defeiutoso: P(B) = 0.930

B Probabilidade de obter uma peca porosa e
dimensionamento defeituoso: P(A N B) = 0.021

B Probabilidade de obter uma pec¢a porosa e de
dimensionamento n3o defeituoso: P(A N B) = 0.181
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B Tendo-se verificado que uma peca tinha dimensionamento
defeituoso, qual a probabilidade de que seja porosa?

_ P(ANB 0.021
P(A|B) = 1(3(3)) om0 = U3

B Se uma peca tem dimensionamento defeituoso, qual a
probabilidade de ser ndo porosa?

A
P(A|B) = 5 = $88 = 0.7

B Se a peca é porosa, qual a probabilidade de ter
dimensionamento defeituoso?

P(B|A) = 223 = $92 = 0.104

Tiago Dias Domingues Estatistica Aplicada a Gestdo 93 /271



Estatistica
Aplicada a
Gestdo

Tiago Dias
Domingues
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B Acontecimentos independentes: dois acontecimentos A
e B dizem-se independentes se e sé se,

P(AN B) = P(A) x P(B).

Aliada a definicdo de probabilidade condicionada e
independéncia, surge um dos teoremas mais fecundos em teoria
de probabilidades, o teorema da probabilidade total. Para
tal, comecamos por relembrar o conceito de particao,
fundamental para a compreensido do que vem a seguir
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Teorema da Probabilidade Total e Teorema de

Bayes

B Uma familia {Ay, }ren é uma partigdo do conjunto 2 se e

sO se:
1. AiNA; =0,Vi#j;
2. UnENAn =

3. P(4;) > 0,Vi.
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Teorema da Probabilidade Total e Teorema de

Bayes

Consideremos uma particdo de um acontecimento B induzida

por uma particdo de €.

AL

Tiago Dias Domingues

Estatistica Aplicada a Gestdo

96 /271



Estatistica
Aplicada a
Gestdo

Tiago Dias
Domingues

Teorema da Probabilidade Total e Teorema de
Bayes

Teorema da Probabilidade Total: Seja B um acontecimento
e {Ay, }nen uma particdo do universo 2. Entdo,

P(B) = 3 P(B|A,)P(A,).
neN

Como consequéncia deste teorema, tem-se o seguinte:

Quaisquer que sejam os acontecimentos A e B,
P(B) = P(B|A) x P(A) + P(B|A) x P(A).

Neste caso, foi considerada a particio {4, A} de €.

Tiago Dias Domingues Estatistica Aplicada a Gestdo 97 /271



Teorema da Probabilidade Total e Teorema de
Bayes

Estatistica
Aplicada a
Gestdo

T e B Exemplo: Considerem-se os acontecimentos A:"chove

Zomihees num determinado dia” e B:"dia nublado”. Suponhamos
que nunca chove num dia ndo nublado, que a
probabilidade de chover num dia nublado é 0.35 e que a
probabilidade de amanh3 estar um dia nublado é 0.20.
Qual a probabilidade de chover amanh3? Tem-se que

P(ANB) =0; P(A|B) = 0.35; P(B) = 0.20.

Pelo teorema da probabilidade total,

P(A)=P(ANB)+ P(ANB) = P(AN B).
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Teorema da Probabilidade Total e Teorema de
Bayes

Assim,

P(A) =P(ANnB)= P(A|B)P(B) =0.20 x 0.35 = 0.07.
Teorema de Bayes.

W Se {Ay}nen € uma particdo de Q2 e P(A,,) > 0, entdo
para qualquer acontecimento B de Q) tal que P(B) > 0,
verifica-se

P(B|A;)P(A;)

P(4A;|B) = > en P(BJA,)P(Ay)

Vi
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Teorema da Probabilidade Total e Teorema de
Bayes

B Exemplo: Um falso baralho de cartas constituido por 52
reis € misturado num saco com trés baralhos honestos de
52 cartas. Uma carta é escolhida ao acaso do saco. A
probabilidade de a carta pertencer ao baralho falso é 1/4.
Se a carta extraida for um rei, qual a probabilidade de a
carta pertencer ao baralho falso?

P(falso)P(rei|falso) _
P(falso)P(rei| falso) + P(honesto) P(reilhonesto)

P(falso|rei) =

— (1/4)x1 _
- (1/4)><1+/(3/21<)><(1/13) = 0.81.
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Introducao

B Variavel aleatéria é uma fungdo que associa um valor
real a cada possivel resultado de uma experiéncia
aleatdria, isto é, é uma funcao definida no espago de
resultados {2 e que toma valores em R.

X : Q—R
w— z(w)
Exemplo: Considerando a experiéncia aleatéria que
consiste no lancamento de um dado e observar o niimero

de pintas da face que fica volta para cima é uma variavel
aleatéria.
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Introducao

Tem-se entdo que a varidvel aleatdria X: "Numero de pintas
da face que fica voltada para cima no lancamento de um dado”
é atribuido um valor do conjunto {1,2,3,4,5,6}.

Se considerarmos agora a experiéncia aleatéria que consiste no
registo das alturas (cm) de 20 alunos e definirmos Y: "valor da
altura de um aluno em cm”, entdo é possivel associar a Y um

valor real correspondente a altura do aluno. Ou seja, Y é uma

varidvel aleatdria.
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Tipos de variaveis aleatérias

Existem dois tipos de varidveis aleatérias: as discretas e as
continuas. As varidveis aleatérias discretas tomam valores
num conjunto finito ou infinito numeravel. Caso contrério, a
variavel diz-se continua, ou seja, toma valores num conjunto
infinito (ex. R).

e Variaveis aleatdrias discretas

Vimos que uma varidvel aleatdria diz-se discreta se toma
valores num conjunto finito ou infinto numerdvel. Todas as
varidveis aleatédrias discretas tém associada uma distribuicdo de
probabilidade a que chamamos funcao massa de
probabilidade (f.m.p).
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Tipos de variaveis aleatérias

Trata-se de uma func3o que a cada valor que a varidvel toma
esteja associada a respetiva probabilidade de se observar tal
valor, ou seja,

i ‘ 1 X2 T3 ... Tp
pi=PX=xz) | pr p2 ps .. pn

Contudo, para que a fungdo acima seja um fun¢do massa de
probabilidade é necessario que sejam verificadas as seguintes
condicbes

P(X = ;) > 0,Vi.
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Tipos de variaveis aleatérias

A representacao grafica da f.m.p. é um simples grafico de

barras

04

02

0.0
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Para além do interesse em conhecer a probabilidade associada
a cada um dos valores da varidvel aleatéria, interessa muitas
vezes conhecer o valor associado a acontecimentos que podem
ser descritos como

e X <a,X <a,X >a,X >aouainda

e o< X<bha<X<ba<X<ba<X<),

em que a e b sdo valores reais quaisquer (a < b).

Para dar resposta a este tipo de questdes, surge a necessidade
de definir a chamada funcéo de distribuicdo (f.d.).
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Tipos de variaveis aleatérias

Define-se a funcdo de distribuicdo de uma varidvel aleatéria X

como

Fx(z)=P(X <z),Vz € R.

Trata-se portanto de uma funcdo cumulativa, sendo a sua

representacdo grafica uma funcdo em escada.

Tiago Dias Domingues
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Estatistica

Aplicada a

Gestdo Exemplo: Seja X a varidvel aleatdria que representa o niimero
T ) . . .
Doringues de acidentes observados numa determinada linha férrea.

Considerando que se observam no maximo 6 acidentes, o
suporte da varidvel é {0,1,2,3,4,5,6}. A distribuicdo de
probabilidade é dada por:

@ | © 1 2 3 4 5 6
pi=P(X =ug;) | 0287 0358 0224 0093 0029 0.007 0.002

Podemos dizer que se trata de uma f.m.p.? De facto,
constata-se que todas as probabilidades s3o maiores ou iguais
que 0 e que a sua soma ¢ a unidade, pelo que podemos
concluir que se trata de uma f.m.p..
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Considerando novamente o exemplo do niimero de acidentes, a
funcdo de distribuicao é definida por

Tiago Dias Domingues

(0 x <0
0287 0<z<1
0645 1<z<?2
0869 2<xz<3
0962 3<xz<14
0991 4<z<5b
0998 5 <z <6

1 r>6
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Se pensarmos por exemplo, na probabilidade de se observarem
mais do que 2 acidentes, tal probabilidade pode ser facilmente
calculada com recurso a fungao massa de probabilidade

P(X >2)=P(X =2)+P(X =3)+P(X = 4)+P(X = 5)+P(X = 6) = 0.355,

ou com recurso a fungdo de distribui¢do

P(X>2)=1-P(X <2)=1—-Fx(1) =1—0.645 = 0.355.

Este dltimo caso, torna-se bastante util quando a varidvel pode tomar inimeros
valores.
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Mais geralmente, tem-se que:

P(X<a
P(X<a

= Fx(a);

=P(X <a)—P(X =a)=Fx(a) — P(X =a);
P(X>a)=1—-P(X <a)=1- Fx(a);

P(X>a)=1-P(X <a)=1-Fx(a)+ P(X =a);

P(a < X <b) = Fx(b) — Fx(a);

Pla< X <b)=Pla< X <b)—P(X =b)=Fx(b)—Fx(a)—P(X =b);
Pa<X<b=PX=a)+Pla<X<b)—P(X=0b)=

=P(X =a)+ Fx(b) - Fx(a) - P(X = b);

Pla< X <b)=P(X =a)+P(a < X <b) = P(X = a)+Fx (b)—Fx (a).

NN N N

Tiago Dias Domingues Estatistica Aplicada a Gestdo 113 /271



Estatistica
Aplicada a
Gestdo

Tiago Dias
Domingues

Momentos de uma variavel aleatoria discreta

Depois de definidas importantes propriedades sobre o célculo de
probabilidades em varidveis aleatdrias discretas, importa ter em
consideracdo algumas medidas caracterizadoras destas varidveis.

Seja X uma varidvel aleatéria discreta com fun¢do massa de
probabilidade dada por

Tk k€eEkr
X —
{kaP(XZIEk:)

O valor médio (ou valor esperado, ou esperanga matematica,
ou momento de 12 ordem) de X é

E(X)=> xips.

kek
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Gestdo exigindo-se convergéncia absoluta da série, isto é

Tiago Dias

Domingues Zkem |$k|pk < 0.

Consideremos o exemplo do nimero de acidentes numa linha
férrea. Vimos que a fungdo massa de probabilidade da varidvel
aleatéria X era definida por

T | o 1 2 3 4 5 6
pi=P(X =ugz;) | 0287 0358 0.224 0.093 0.029 0.007 0.002

pelo que o seu valor médio é dado por

E(X) = 0x0.287+1x0.358+2x0.22443%0.0934+4x0.029+5x0.007+6x0.002 = 1.2

Conclui-se que o nimero médio de acidentes é de aproximadamente 1.
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Momentos de uma variavel aleatoria discreta

e Propriedades do valor médio

1. O valor médio de uma constante é essa constante.
Considerando,

K
|

que se trata de uma varidvel aleatdria degenerada, tem-se
que o seu valor médio é dado por E(K) =K x1=K.
Em particular,
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Momentos de uma variavel aleatoria discreta

2. O valor médio de X™, chamado momento de ordem n, é

E(X") =Y aipk,
kek
se X ker [T IPE < 00.

Considerando a transformac3o de uma varidvel aleatodria,
Y = g(X), entdo

E(Y)=E[g(X)] =) g(xr)ps,
keEr

se D per 9(xk)|[Pe < oo
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Momentos de uma variavel aleatoria discreta

3. Dados a,b € R quaisquer, se existir E(X), ent3o,

E(aX +b) =aE(X)+0b.

4. O valor médio da soma de duas varidveis aleatérias é a
soma dos repetivos valores médios. Isto €,

E(X +Y)=E(X)+ E(Y).

Deixa-se a prova deste resultado como exercicio.
5. Se X e Y sdo varidveis aleatdrias independentes, ent3o

E(X.Y) = E(X).E(Y).
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Momentos de uma variavel aleatoria discreta

Mais geralmente, sendo X1, Xo, ..., X, varidveis aleatdrias
quaisquer,

EQY_X)=> E(Xy).
=1 =1

Se as varidveis aleatdrias forem i.i.d. (independentes e
idénticamente distribuidas), entdo

E(X;)=EX)=uVie {1’ ...,TL},
donde,
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i Dada uma amostra aleatdria, a sua média é uma medida de
Gestdo localizacdo de bastante importdncia, uma vez que é a medida
Tiago Dias

utilizada para fazer inferéncia sobre o valor médio populacional.
Define-se como

Domingues

X = %ZX

i=1

O seu valor esperado é dado por

— 1 — 1 — 1
E(X) = E(EZXO = ﬁE(ZXi) = =R
i=1 i=1
A variancia de uma variavel aleatéria € uma medida de
dispersdo da varidvel em torno do seu valor médio, sendo
definida por
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Momentos de uma variavel aleatoria discreta

V(X) = E{[X - E(X)]},

se B(X?) < 0.

Da expressao anterior resulta ainda que,

V(X) =

E{[X — E(X)]}

E{X? -2.X.E(X)+ [E(X))?
E(X?) —2E(X)E(X) + [E(X)]?
E(X?) - E(X)?

Este resultado é também conhecido como Teorema de Konig,
tendo bastante utilidade pratica.
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Tiago Dias Consideremos novamente o exemplo do nimero de acidentes

Domingues numa linha férrea. Sabemos que F(X) = 1.248, pelo que
E(X)? = (1.248)2 = 1.56. Para o célculo da variancia resta
apenas saber E(X?). Repare-se que E(X?) corresponde ao
momento de ordem 2, pelo que é calculado da seguinte forma,

B(X?) =) a’p.
xX
Temos entdo que

E(X) =02 x 0.287 + 12 x 0.358 + 22 x 0.224 + 32 x 0.093 + 42 x 0.029 + 52 x
0.007 + 62 x 0.002 = 2.802
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Domingues

1. A variancia de uma constante é 0;

2.SeY =aX + 8, V(Y)=a?V(X). Sendo  uma
constante, naturalmente que n3o tem qualquer influéncia
na variancia de Y.

3. V(X +Y) = V(X) + V(Y) + 2co0(X,Y);
4. V(X -Y)=V(X)+V(Y)—2cov(X,Y);

5 VIX+Y)=V(X-Y)=V(X)+V(Y)se X eY forem
varidveis aleatdrias independentes;
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Momentos de uma variavel aleatoria discreta

6. Sejam Xy, Xs, ..., X, varidveis aleatérias i.i.d., em que
V(X) = o2. Entio,

n

V(Z X;) = Z V(X;) = ZUQ = no’.
i=1 i=1

i=1

7. A varidncia da média é dada por

_ 1< 1 n 1 2
V(X) = V(E > X)) = ?V(Z X;) = E.mﬂ -7
1=1 3
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Modelos discretos

Modelar é estabelecer uma aproximacdo a realidade. Tendo
em conta a caracteristica que se observa, é estabelecer um
modelo probabilistico que caracteriza o comportamento dessa
caracteristica com o objetivo de estabelecer inferéncias.

As varidveis aleatérias discretas resultam essencialmente de
contagens. De seguida sdo apresentados os principais modelos
de probabilidade utilizados quando estamos na presenca de
varidveis aleatédrias discretas.
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Modelos discretos

e Modelo de Bernoulli

O modelo de Bernoulli é dos modelos de probabilidade mais
simples, uma vez que existem apenas duas possibilidades (0 ou
1), genericamente chamadas de "sucesso” e "insucesso”, em
que 1 representa "sucesso” e 0 "insucesso”. Consideremos o
seguinte exemplo que ilustra bem a aplicabilidade deste modelo
de probabilidade.

Exemplo: Foi levado a cabo um estudo por parte da
seguradora " Segurissima” sobre a satisfacdo dos seus
clientes relativamente ao seguro que possuem atualmente
(trata-se apenas da satisfagdo de um dnico seguro).
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Tiago Dias A quest3do colocada é muito simples e possui apenas duas

pomingues possibilidades de resposta: " Estou satisfeito”, "N3ao estou
satisfeito”. De anos anteriores, a seguradora sabe que a
probabilidade de sucesso (" Estar satisfeito”) com o seguro
em estudo é de 0.43. Procedeu-se entdo a selecao
aleatdria de um cliente e colocou-se a questdo. Seja X a
varidvel aleatdria que indica o grau de satisfagdo do
cliente. A funcdo massa de probabilidade é definida por

T ‘ 0 1
pi=P(X =) | 1043 043
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Modelos discretos

Os modelos de probabilidade tém a particularidade de serem
constituidos por pardmetros (desconhecidos) e que
normalmente s3o estimados com recurso a uma amostra
representatitva da populacdo. Caso n3o existissem pardmetros,
ndo faria sentido inferirmos nada sobre aquela que acreditamos
ser a distribuicdo da populagdo que estamos a estudar.

No caso do modelo de Bernoulli, este é constituido por um
Gnico pardmetro, p, que designa a probabilidade de sucesso, ou
seja, P(X = 1), representando-se por X —~ Bernoulli(p).

O complementar da probabilidade de sucesso, 1 — p,

naturalmente designard a probabilidade de insucesso, ou seja,
P(X =0).
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Modelos discretos

Considerando que X —~ Bernoulli(p), a sua fungdo massa de

probabilidade é dada por

Zj

| 0 1

pi=PX=mz)|1-p »p

O valor médio e a variancia de uma varidvel aleatéria com

distribuicdo Bernoulli(p) sdo dados por:

e B(X)=p,

e V(X)=E(X?) - EX)?=p—p*=p(1-p)

Tiago Dias Domingues
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Modelos discretos

Uma sucessdo de provas de Bernoulli é uma sequéncia de
experiéncias aleatdrias em que:

e em cada prova apenas interessa se o resultado é um
sucesso (1) ou um insucesso (0);

e a probabilidade de sucesso é constante (mantém-se de
prova para prova);

e o resultado de cada prova é independente do resultado de
qualquer das remanescentes.
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Modelos discretos

¢ Modelo Binomial

Considerando que numa determinada experiéncia estamos a
realizar um conjunto de n provas de Bernoulli, naturalmente
que o resultado serd uma sequéncia de realizagdes de n provas
de Bernoulli, ou seja, uma sequéncia de zeros e uns cujo
significado ja foi exposto anteriormente. Nestes casos, nao
estamos interessados na ordem pela qual os sucessos ocorrem,
mas sim, no nimero de sucessos entre as n realizagdes.

Assim, diz-se que uma variavel aleatéria X segue uma
distribuicdo Binomial de parametros n e p, em que n designa o
nimero de provas de Bernoulli e p a probabilidade de sucesso
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X —~ Binomial(n,p),

com f.m.p. dada por

X:{kn k=0,1,..

(k)pk(l - p)n_k
Prova-se facilmente que

e E(X)
o V(X)

np;
np(1 —p).
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o Bies Bernoulli. Consideremos que foram selecionados de
Domingues

forma aleatdria 10 clientes. Para estes 10 clientes
pretende-se saber quantos estao satisfeitos com o seguro.
Seja entdo X a varidvel aleatéria que representa o nimero
de individuos satisfeitos, em 10.

X —~ Binomial(10,0.43),

pelo que a correspondente f.m.p. é dada por

P(X =x)= <Z> (0.43)7(1 — 0.43)10-7 2 = 0,1, ..., 10.
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Estando completamente especificada a distribuicdo de
probabilidade, podemos ent3o responder a diversas
questdes, como por exemplo, dos 10 individuos, qual a

probabilidade de 2 estarem satisfeitos? Tal resulta em

1
P(X =2) = <20>0 43%(1 — 0.43)1072 = 0.0927.
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Modelos discretos

e Modelo Hipergeométrico

Numa dada uma populagdo com dimensiao IV, sabe-se que M
dos seus elementos possuem um atributo A (e N — M n&o o
possuem). Retiram-se n elementos dessa populag¢do, ao acaso e

sem reposicao.

A v.a. X: “n2 de elementos, de entre os n, que possuem o
atributo A" tem distribuicdo Hipergeométrica, ou seja,

X ~ HG(N,n, M).

Tiago Dias Domingues
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A f.m.p. da v.a. X é dada por

Tiago Dias

Domingues

M\ (N—M
P(X =k) = Mk =0,1,2,...,min(n, M) en—k < N—]

O valor médio e a variadncia da v.a. X s3o dados por

n.M.(N —M).(N —n)
N2(N —-1)

;o Var(X) =
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Gestso Exemplo: Qual a probabilidade de, em 5 das lampadas,

Tisgo Diss retiradas sem reposicao de uma caixa que contém 8 lampadas
omingues

azuis e 2 brancas, haver apenas 1 branca?

Seja X a v.a. que representa o nimero de [dmpadas brancas de
entre as 5 retiradas. Tem-se que

X ~ HG(10,5,2).

Pretende-se
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Tiago Dias
Domi . ,
omimese O modelo de Poisson é adequado quando se pretende estudar o
nimero de ocorréncias de um certo acontecimento num
determinado intervalo de tempo ou regido do espaco.

Suponhamos que se verificam as seguintes hipéteses:

1. a ocorréncia do acontecimento num determinado intervalo
€ independente da ocorréncia do acontecimento em
qualquer outro intervalo distinto;

2. a probabilidade de exatamente uma ocorréncia do
acontecimento em qualquer intervalo de amplitude A
arbitrariamente pequena é aproximadamente A\h;
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Modelos discretos

3. a probabilidade de duas ou mais ocorréncias do
acontecimento em qualquer intervalo de amplitude h
arbitrariamente pequena é aproximadamente O;

dizemos que a varidvel aleatéria, X, que representa o nlimero
de ocorréncias do acontecimento, num intervalo unitario tem
distribui¢do de Poisson de pardmetro A, (X —~ P(}\)), com
f.m.p. dada por

_ M

P X=k)=e g k=0,1,2,...; A>0.
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Modelos discretos

Exemplos:

1) nimero de consultas a uma base de dados por minuto;
2) ndmero de novos casos de hepatite numa certa regido do
pais;

3) nimero de bactérias num determinado volume de agua.

O valor médio e a varidncia de X s3o dados por:

e E(X)
o V(X)

A
.
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Modelos discretos

Exemplo: O nimero de alunos que chegam a caixa do bar

num intervalo de 5 minutos é uma v.a. com distribuicdo de
Poisson. Sabendo que em cada 5 minutos chegam em média 3
alunos, determine a probabilidade de:

(a) chegarem 4 alunos

(b) ndo chegarem mais de 2 alunos

(c) chegar nenhum aluno

Tiago Dias Domingues
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Resolucdo: Seja X a v.a. que representa o nimero de alunos
que chegam a caixa de um bar no intervalo de 5 minutos.
Tem-se que

X — Pois(3).

(a) : Pretende-se P(X = 4), ou seja,

34
P(X =4) = 6*3.5 =0.168.
(b) : Pretende-se P(X < 2), ou seja,
P(X<2)=P(X =0)+P(X =1)+P(X =2) = e*3§+e*3§+e*3§ = 0.4232
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(c) N3o chegar nenhum aluno, significa que X = 0, ou seja,

Tiago Dias Domingues

0)

3 3
= ¢85 = 0.0498.
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Varidveis aleatdrias continuas

Estatistica

sl - Até agora estudaram-se varidveis que tomam valores num

estdo . . . .. , - s .

- conjunto finito ou infinito numeravel, as chamadas varidveis
EED BES . . .-/ . .

Domingues aleatdrias discretas. Para estas varidveis vimos como

estabelecer a sua fun¢do de probabilidade, ou seja, a funcao
massa de probabilidade que a cada valor que a varidvel toma
associa a respetiva probabilidade da varidvel tomar esse
valor, isto é,

i ‘ 1 X2 X3 ... Tp
pi=PX=x) [ p1r p2 pP3 . pPn

Contudo, existem diversas situagées em que uma variavel
aleatdria pode tomar valores num conjunto infinito n3o
numeravel, remetendo-nos para as varidveis aleatdrias
absolutamente continuas.
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e O suporte de uma varidvel aleatdria continua ndo contém
Tiago Dias pontos com massa de probabilidade estritamente positiva, nem
Domingues

contém pontos isolados, ou seja,

P(X =2)=0,Vz e R

Assim, para as varidveis aleatdrias continuas, pretende-se saber
qual a probabilidade de a varidvel tomar valores num
determinado intervalo.

No primeiro capitulo vimos que poderiamos representar
graficamente variaveis aleatdrias continuas através de um
histograma. A frequéncia relativa corresponde a uma
estimativa da probabilidade de um certo valor se situar num
dado intervalo.
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Varidveis aleatdrias continuas

A funcdo que permite calcular a probabilidade da varidvel
aleatéria X pertencer a um dado intervalo é chamada de
funcao densidade de probabilidade e serd denotada por
f(x). Podemos entdo dizer que o histograma é uma
aproximcdo da funcio densidade.
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Varidveis aleatdrias continuas

Tem-se entdo que

Pla< X <b)= /bf(a:)dac.

Uma func3o densidade de probabilidade verifica as seguintes
condicoes:

1. uma fung¢do n3o negativa, pois é a derivada de uma funcao
nao decrescente;

2. [T f(x)da = 1.
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Tiago Dias Recorde-se que a fun¢do de distribuicdo de uma v.a. X é dada
omingues
por

Fx(z) = P(X <x),Vz €R,

que no caso continuo faz corresponder a cada valor de = a
probabilidade associada a semi-reta (—oo,z]. Ou seja,

Fyx(z) = P(X <1z) = /_ F(t)dt, vz € R,

sendo f(.) a fung3o densidade.
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Varidveis aleatdrias continuas

e Propriedades da func3do de distribuic3o:

0<F(x)<1;

lim, o F(z) = 0;lim,— 4o F(x) = 1;

F(z) é uma fungdo mondtona ndo decrescente;

F(x) é uma fungdo continua em R.

Tiago Dias Domingues
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Varidveis aleatdrias continuas

Consideremos uma v.a. X e o intervalo [a,b], com a < b.

Tem-se que

Mais concretamente, uma vez que no caso continuo

fix)

Pla <X <b)

P(X =) =0,Vz € R, tem-se que
Pla<X<b)=Pa<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)=

ff f(z)dx.

Tiago Dias Domingues
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Varidveis aleatdrias continuas

A funcio densidade de probabilidade é utilizada para descrever
o modelo de probabilidade da v.a. X.

Note-se que, por definicdo, a funcdo de distribuicdo é dada por

F)=P(X <o) = [ flayds

pelo que é possivel concluir que a fun¢do de distribuicdo é uma
primitiva da func3o densidade de probabilidade.
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RS Exemplo: A func3o densidade de probabilidade de uma

varidvel aleatdria é dada por

x O<xr<l1
flz)=¢ 2—2 1<zx<2
0 c.c

Determine P(X < 1.8). Resolugdo: Repare que a fungdo
densidade pode ser representada graficamente como
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Varidveis aleatdrias continuas

0.8

0.6

0.4

0.2

0.5 1 1.5 2
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Varidveis aleatdrias continuas

Temos entdo que

1.8 1.8
P(X <18) = f(z)dr = f(z)dx
) 0

1 1.8
= / f(z)dz + f(z)dzx
0 1

1 1.8
= / xdr + / 2 — xdx
0 1

1’2 1 I‘Q 1.8

= |=| 4+ [2z—-= =—-+0.48 =0.98
2 |, 20, 2

Note que a probabilidade anterior também poderia ser

calculada utilizando o complementar, ou seja,

P(X <1.8) =1—P(X > 1.8), pelo que a drea a calcular seria
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Varidveis aleatdrias continuas

0.8

0.6

0.4

0.2
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Domingues e Valor médio, E(X):

e Variancia:

V(X) :E(XQ)—EQ(X),
em que F(X?) = f+°° 22 f(z
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Momentos de uma variavel aleatdria continua

o Propriedades do valor médio e da variancia
O valor médio e a varidncia de uma v.a. continua gozam das
mesmas propriedades que o valor médio e varidncia de uma v.a.

discreta. Assim,

-Valor médio:

(a) E(k) =

(b) E(k )Zk‘E( )

(c) E(aX £bY) =aE(X)£bE(Y)

(d) Se X e Y sdo v.a.’s independentes entdo

E(XY) = E(X)E(Y)
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Momentos de uma variavel aleatdria continua

-Variancia:

(a) V(k) =0

(b) V(kX) =KV (X)

(c) Se X e Y sdo independentes entdo
VIX+Y)=V(X)+ V()
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Modelos continuos

e Modelo Uniforme:

Uma v.a., X, tem distribui¢do uniforme num intervalo [a, b] se

a probabilidade de X pertencer a qualquer subintervalo é
proporcional ao comprimento do mesmo. Escreve-se

X ~ Ul(a, b).

1.0

Tx|
04 06 a4
1

0z
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Modelo Uniforme

A func3o densidade de probabilidade é dada por

B %a se x € [a, b]
/(@) _{ 8 se x ¢ [a,b]

A funcao de distribuicdo é dada por

0 sex <a
Flx)=< 2 sea<zxr<b

—a

b
1 sex>b

Graficamente a funcio de distribuicdo é dada por
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Modelo Uniforme

O valor médio e variancia de uma v.a. com distribuicdo
Uniforme no intervalo [a,b] sdo dados por

a+b (b—a)?
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Modelo Uniforme

Exemplo: O tempo de espera (em minutos) num consultério,

X, é uma variavel aleatéria com distribuicdo Uniforme no

intervalo (0,10). Determine P(X < 3). Resolugdo: De acordo

com as informacgdes disponibilizadas, tem-se que

X —~U(0,10), pelo que a =0 e b = 10. A fun¢io densidade

de probabilidade é dada por

A func3o de distribuicdo é dada por

0 sex<0
F(r)=4 15 se0<x <10
1 sex>10
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Modelo Exponencial

Uma v.a X tem distribuicdo Exponencial com parametro X se a
sua funcdo densidade de probabilidade é dada por

sex <0

0
f(:z:)—{ e ™ sex>0el>0

A correspondente funcio de distribuicdo é dada por

0

sex <0

F(x):{ l—e ™ sex>0eA>0

Escreve-se X —~ Exp()).
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Modelo Exponencial

O valor médio e a variancia de uma v.a., X, com distribuicao
Exponencial(\) sdo dados respetivamente por

A distribuicao Exponencial é utilizada quando se pretende
modelar o tempo que decorre entre dois acontecimentos
consecutivos de Poisson()\) num intervalo de tempo 7. O
intervalo de tempo é o considerado na distribuicao de
Poisson.
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Modelo Exponencial

¢ Relacao entre o modelo exponencial e o modelo de
Poisson:

Repare que o tempo entre ocorréncias consecutivas pode ser
expresso em funcdo do nimero de ocorréncias. Considere
novamente o exemplo aplicado ao caso do modelo de Poisson
(ndimero de alunos que chegam a uma caixa de bar). A v.a.
que representa o niimero de chegadas de alunos a caixa do bar
num intervalo de 5 minutos tem distribuicdo X —~ Pois(3).

Se considerarmos agora a variavel aleatéria T que representa o
tempo (em minutos) entre chegadas consecutivas de alunos a
caixa do bar, tem-se que

T —~ Exp(3/5).
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Alleie Podemos entdo colocar a questdo sobre o qual a probabilidade
estao . . -

Tiago Diss de que o tempo entre chegadas consecutivas seja superior a 2
Domingues minutos?

Temos entdo que a probabilidade pretendida é

P(T>2)=1-P(T<2) =1-(1-e 52 =0.30L.

Ora, mas dizer que o tempo entre chegadas consecutivas
excede 2 minutos é o mesmo que dizer que em 2 minutos n3o
existiram chegadas. Entao,

(6/5)°
0!

[$1[=

= 0.301.

P(T>2)=P(X=0)=¢"
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Modelo Exponencial

Suponhamos agora que é sabido que n3o chegaram alunos a
caixa do bar nos primeiros 3 minutos. Qual a probabilidade de
haver chegadas nos 3 minutos seguintes?

Neste caso, a probabilidade pedida é expressa através de uma
probabilidade condicional, isto é,

P(T < 6T > 3) = P(;(;Z ;6) - Fﬁ;ggg) — 0.834701 = P(T < 3).

Quer isto dizer que a distribuicdo exponencial ndo tem memodria.
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gfg;g;: O modelo Normal ou Gaussiano é amplamente utilizado na
pratica dadas as suas boas propriedades. E constituido por dois
pardmetros (um de localizagdo e outro de dispersdo),
nomeadamente o valor médio que denotaremos por i e o
desvio padrdo, o. Desta forma, uma varidvel aleatéria X que

tenha distribuicdo gaussiana ou normal é representada por

X ~ N(u,0),

em que E(X)=peV(X) =02
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Modelo Normal

A sua funcido densidade de probabilidade é dada por

1
f(z) = 5 e 35 2 e R, u € R0 € RY.
ag T

A representacdo grafica da func¢do densidade de probabilidade
da distribuicao Normal é a seguinte

ponte de

/ inflexdo

ponto de
inflexdo — -
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Modelo Normal

e Algumas propriedades:

B trata-se de uma distribuicdo simétrica em torno do seu
valor médio;

B tem dois pontos de inflexdo de abcissas py —oc e p+o

A func¢do de distribuicdo de uma v.a. X —~ N(u,0) é dada por

xT

1
e 2% du, Yz € R.
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e Em muitas situagdes da vida pratica, trabalhar com a fungdo
Tiago Dias densidade de probabilidade tal como foi apresentada pode n3o
Domingues

ser uma boa estratégia, uma vez que o tratamento analitico
dessa fungdo pode ser algo complexo. Desta forma, existe uma
forma de centrar e reduzir uma variavel aleatdria normal,
denominada de estandardizacao.

Se X —~ N(u,0), entdo Z = % ~ N(0,1), a que
chamamos de normal padrdo, ou normal standard.

A vantagem de trabalhar com uma varidvel aleatéria normal
standardizada reside no facto de existirem os quantis tabelados
para esta distribuicdo. A representacdo da f.d.p. da normal
padrdo é
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Modelo Normal

Trata-se, portanto, de uma distribuicdo simétrica em torno da

origem.

Temos entdo que, se X —~ N(u,0),

B P(X <a)=P(*t
B Pla<X<b)=P(
o(B1) — o(22k).

Tiago Dias Domingues

<

g

TN Y=

o 1
a—p X—u < a ,u,) _
- o
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Modelo Normal

Consideremos Z —~ N(0,1), a = —1 e b = 1, pela propriedade
da simetria temos que
P(Z < —a)=P(Z>a)=1-—P(Z < a), ou seja,

densidade
=] =]
[\ w
I I

e
—
I
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pomingues Tendo em conta que P(X < a) = ®(a), podemos entdo
concluir do que foi referido anteriormente que

®(—a) =1—-P(a),Va € R.

Seja Z —~ N(0,1). Denota-se o quantil de probabilidade p da
distribuicao normal standard como sendo 2, tendo-se pela

definicao de quantil

zp & P(Z < z,) =p.
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Modelo Normal

Tabela da distribuicao Normal

Standard Normal Table — P(Z < z)

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.09
0.0 [ 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 05239 0.5279 0.5359
0.1 [0.5398 05438 0.5478 05517 0.5557 0.5506 0.5636 0.5675 0.5753
0.2 [0.5793 0.5832 0.5871 0.5010 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6141
0.3 [0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6517
0.4 [0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6879
0.5]10.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7224

PZ=11)=0.8843 (). | 0.7257 0.7201 0.7324 0.7357 0.7380 0.7422 0.7454 0.7486 0.7549
0.7 [0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7852
0.8 [0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 BT

20 [ 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8389
1.0 13 08438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 08577 0.8621
11 @ 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 08770 0.8790 0.8830
121 0.3849 0.8869 (0.8888 0.89 BT 0.8062  0.8980 0.9015
1.310.9032 0.9049 0.9066 A009 09115 0.9131  0.9147 0.9177
1.410.9192 0.9207 0.9222 €.9236) 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9319
1.5]0.9332 09345 09357 00370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9441
1.6 0.9452 09463 09474 0.9484 0.9495 0.9505 09515 0.9525 0.9545
1.710.9554 09564 09573 09582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9633
1.8 10.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9706
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Tiago Dias Exemplo: Sabe-se que a concentragdo de estroncio (em
Domingues , . . 7 .z
mg/ml) na dgua de um determinado rio é uma variavel
aleatéria com valor médio 1 = 8 mg/ml e desvio padrdo
o= 1.5 mg/ml.
Qual a probabilidade de se encontrar uma concentracao

(

) inferior a 9 mg/ml?

[«5)

(b) superior a 5 mg/ml?

(c) entre 4 mg/ml e 10 mg/ml?

(d) qual o valor do quantil de probabilidade 0.975 da varidvel
aleatéria em causa?

Tiago Dias Domingues Estatistica Aplicada a Gestdo 181 /271



Estatistica
Aplicada a
Gestdo

Tiago Dias
Domingues

Modelo Normal

Resolucdo: Seja X a v.a. que representa a concentracdo de
estréncio (em mg/ml) na dgua de um rio. Sabe-se que

X ~ N(8,1.5).
(a) Pretende-se
X — _
P(X <9) = P(158 < 9158> = P(Z < 0.67) = 0.7486.

(b) P(X>5)—1—P(X§5)_1—P<X§

15
1-P(Z<-2)=1-9(=2)=1-(1-2(2)) =2(2) =
0.9772.
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Modelo Normal

(c) Neste caso,

P(4§X§10):P<

4-8 X -8
<

10 -8

1.5 = 15

1.5

)

— P(—2.67 < Z < 1.33) = ®(1.33) — ®(—2.67)

= $(1.33)—(1—-D(2.67)) = 0.9082—(1—0.9962) = 0.9044.
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i (d) Pretende-se saber qual o valor de zpg75. Tem-se entdo
estao N

Tiago Dias P(Z < zp.975) = 0.975. Consultando a tabela, tem-se

I z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 [ 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239| 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 | 0.5398 0.5438 0.5478 05517 0.5557 05506 0.5636| 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 105793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026| 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 | 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406| 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772| 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 1 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123| 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 | 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7380 0.7422 0.7454| 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 | 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764| 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 | 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051| 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 | 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8280 0.8315| 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 | 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554| 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 | 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770| 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 | 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962| 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 109032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 09115 0.9131| 09147 09162 09177
1.4 109192 0.9207 0.9222 09236 0.9251 09265 0.9279| 0.9292 0.9306 0.9319
1.510.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406| 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 |1 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515| 0.9525 0.9535 0.9545
17109554 09564 09573 09582 0.9591 0.9599 0.9608| 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 |1 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 09678 09686| 0.9693 0.9699 0.9706
1.9)] 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 {0 9759 0.9756 09761 0.9767
2.0 [0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.0793 0.9798 0.0%03 0.9808 0.9812 0.9817
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Teorema da Aditividade da Normal

Sejam X1, X5, ..., X, v.a.'s independentes e idénticamente
distribuidas (i.i.d.) em que X; —~ N(pi,04),i = 1,...,m;

considerando a1, a9, ..., a, ndmeros reais quaisquer, tem-se que

n n
T = ZaiXi ~ N(Zaiﬂi»
=1 =1

Corolario: Se X1, X, ..., X,, s3o v.a.’s independentes e

n

i=1

idénticamente distribuidas (i.i.d.) em que

Xi ~ N(u,0),i=1,...,n; considerando, tem-se que

n
T=> X~ N(n,u,aﬁ).
=1

Tiago Dias Domingues

Estatistica Aplicada a Gestdo

(2

2.2

>

(o

(2

186 /271



Estatistica
Aplicada a
Gestdo

Tiago Dias
Domingues

Distribuicao da média de varidveis aleatérias

Consideremos uma amostra aleatdria de dimensao n, isto é,
(X1, Xo, ..., X;,) extraida de uma populagio X —~ N(u,0). A
média da amostra aleatéria é dada por

X = %ZXZ-.

=1

Repare que X é uma funcdo das v.a.'s X;, pelo que sera
também uma v.a. Em particular, a média é uma combinagdo
linear de v.a.’s, uma vez que

X—n;Xi—;nXi.
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Distribuicao da média de varidveis aleatérias

Pelo Teorema da Aditividade da Normal, tem-se que a média

de uma amostra aleatéria extraida de uma populagao

X —~ N(u,0) ainda tem distribuicdo Normal com pardmetros,
o

i)
Para a obtencao do valor médio da média e da respetiva
varidncia, basta notar que

X ~ N(u,

B(X) = B(- 3" Xi) = B X)
i=1 =1
= %ZE(Xi) = %nu = .
=1

Deixa-se como exercicio o resultado da variancia.
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Aplicada 3 Caso I: Sejam X1, X5, ..., X, v.a.'s independentes e

T:::taDcias idénticamente distribuidas (i.i.d.) com valor médio e variincia

Domingues  finitos, isto &, E(X;) = pu e V(X) = 02, entdo para n
suficientemente grande (n > 30),

n
T=> X;~° N<nu,a\/ﬁ>.
=1

Caso Il: Sejam X1, X, ..., X,, v.a.’s independentes e
idénticamente distribuidas (i.i.d.) com valor médio e variancia
finitos, isto ¢, E(X;) =pue V(X)=0%seja X =157 X,
entdo para n suficientemente grande (n > 30),

X~ N(p, 2.

§q
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Estimacao

Recordamos que o objetivo principal da Estatistica é o de dado
uma amostra recolhida de uma Populagdo, organizar e resumir
a informagdo amostral e inferir/extrapolar a informagdo
resumida para a Populac3o.

O processo de estimacao, no qual assenta a Inferéncia
Estatistica (ramo que nos permite tirar conclusdes de uma
amostra para a Populag3o) é utilizado quando determinado
parametro de interesse é desconhecido, tentando-se obter a
partir dos dados informacdo que nos permita ter uma ideia do
valor (desconhecido) do pardmetro que estd a ser alvo de
estudo. Caso a informacg3o seja traduzida num unico valor,
diz-se que o processo de estima¢do é pontual.
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Estimacao

Quando obtemos um valor para o parametro (desconhecido) da
Populagdo a partir de uma amostra, dizemos que obtemos uma
estimativa desse parametro. Essa estimativa é produzida por
um estimador, que é uma fungcdo da amostra.

Contudo, pode haver interesse, para além da producdo de uma
estimativa pontual, obter um intervalo que envolva a
estimativa pontual e ao qual se pode atribuir uma certa
confian¢a de conter o verdadeiro valor do pardmetro. A este
processo chama-se de estimacao intervalar.
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Exemplo: Suponhamos que uma v.a. X tem distribuicdo
Normal, sendo o valor médio, p, e o desvio padrao, o,
desconhecidos.

Naturalmente pretendemos que os estimadores a utilizar para a
estimacao do valor médio e do desvio padrao sejam o mais
precisos possivel, sendo por isso necessario que os estimadores
possuam algumas propriedades:
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Estimacao

1. deve ser centrado, ou seja, o seu valor médio deve ser
igual ao parametro que se pretende estimar. Por exemplo,
se o pardmetro de interesse é o valor médio, u, o
estimador indicado é a média amostral da amostra

1 n
X = - Z;X
P

uma vez que E(X) = p, qualquer que seja a populagio.
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Estimacao

2. além de ser centrado, deve apresentar a menor variancia
possivel. Quanto menor for a variancia do estimador, mais

eficiente este serd. No caso do valor médio, a média
amostral é um estimador centrado e consistente:

V(X) =

A escolha do melhor estimador requer a aplicacdo dos

VX))

n — 400 0.
n

chamados métodos de estimac3do, sendo o mais utilizado, o
método da maxima verosimilhanca.

Tiago Dias Domingues
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O que acabidmos de referir é que X é um estimador para o
valor médio p, pelo que o valor de T obtido a partir de uma
amostra serd uma estimativa para .

Exemplo: Com o objetivo de estudar as emissGes de monédxido
de carbono (g/km) de um certo tipo de veiculo (que se supde
circular a uma velocidade de 90km/h), foi recolhida uma
amostra, tendo-se obtido os seguintes resultados:

173 178 180 177 182 174 176 181
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Domingues A amostra foi retirada de uma populacdo que se assume como

tendo distribuicdo Normal.

Neste contexto, uma estimativa pontual para o valor médio u
da populacdo da qual os dados foram recolhidos sera:

S w1421
8§ 8

Caso nos fosse pedido para estimar a variancia populacional,

o2, um estimador natural seria a varidncia amostral, s2.

— 17.7625g/km.

T =
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Em resumo:

Tiago Dias Domingues

Parametro Estimador Estimativa
/T Vv _ 1 n | - 1 n i
Valor médio (Q,u) . X==-3" X L T=— 0 T .
A " — T n Y — i n
Varidncia (0%) | S*=——=> 7 (Xi—X)* | s° = 5> " (z: —7T)
5 _ 1 n ~_ 1 n
Propor¢do (p) p=> i Xi D= D T
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Dommgues  Tal como referimos anteriormente, além da produgio de

estimativas pontuais para um determinado pardmetro
desconhecido, é possivel contruir um intervalo de valores que
com um certo grau de confianca ird conter o verdadeiro valor
do pardmetro a que chamamos intervalo de confianca.
Denotamos o grau de confianga de um intervalo por (1 — «).

Note-se que a construcdo de um intervalo de confianca fornece

uma informagdo mais fina sobre os estimadores escolhidos,
nomeadamente sobre os rigor das estimativas produzidas.
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Estimacao intervalar

Contrucao de um intervalo de confianca:

Dada uma amostra aleatéria X1, Xo, ..., X,,, seja 6 o pardmetro
a estimar.

Considere-se uma estatistica 7', funcdo da amostra e de 6, cuja
distrribuicdo é conhecida e n3o depende de @, isto é, trata-se
de uma variavel fulcral.

Determinam-se os valores de a e b tais que
Pla<T<b)=1-a.

Resolve-se a dupla desigualdade, a < T' < b, em ordem a 6, o
que permite obter

P(L1<0<L2):1—a.
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Estimacao intervalar

Assim, o intervalo de confianga é (L1, La).

e Exemplo (Construgédo do intervalo de confianca para o
valor médio no caso de populacdes normais)

Seja X1, Xo, ..., X;, uma amostra aleatdria de uma populacdo
com distribuicdo normal, X; ~ N(u, o). Considere-se o
conhecido. Como pretendemos um intervalo de confianca para
i, temos que o estimador é X.

Sabe-se que
- g
X ~N(u,—
(1, \/ﬁ),
pelo que Z = % ~ N(0,1) é a nossa variavel fulcral.
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Estimacao intervalar

Em particular, pretendemos P(a < Z < b) =1 — «, sendo
1 — « o grau de confianga do intervalo. Temos ent3o que

al2
“Zi a2 Zi-al2
e portanto a = —21_q2 € b= 21_q/2.

Tiago Dias Domingues
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Estimacao intervalar

Assim,

P(—z1_qp<Z<zi_qp)=1l-a&

M<Zl_a/2):1—ct<:>

X—p
a/vn

& P(—z1_q2 <

<:>P( A a/2 <X M<Zl Ot/2 ):1—OZ<:>

v Vi

@P(—X—Zl a/2—— < /.L<X—|—Zl a/2 = ):1—Oé<:>

v v
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Estimacao intervalar

g
P(X+Zl a/g\/7>/‘L>X Zl_a/Qﬁ):lfa@

& P(X - <p<X+2ap0m)=1-a

R1— a/2f Jn

e portanto, um intervalo de confianca para p é dadao por

(X — X 4 2100 )

R1— a/2\/> NG
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gfﬁ?ngjz Interpretacao do intervalo de confianca: Se recolh&ssemos
100 amostras aleatdrias todas da mesma dimensao e se para
cada uma delas fosse calculado o intervalo acima referido, entdo
aproximadamente 95 desses intervalos iriam conter o verdadeiro
valor do pardmetro, enquanto que 5 deles n3o iriam conter.

Podemos assim concluir que a construcao do intervalo de
confianca para um parametro depende da distribuicdo da
varidvel fulcral, havendo os seguintes cendrios para o caso do
valor médio (u):

Tiago Dias Domingues Estatistica Aplicada a Gestdo 205 /271



Estatistica
Aplicada a
Gestdo

Tiago Dias
Domingues

Estimacao intervalar

Intervalos de confianca para p

e Populagdes normais, o conhecido

(X — 2 a/2f X+ 2 a/Q\F)

e Populagbes normais, o desconhecido

— S — S
(X —t1_qy2(n — 1)ﬁ’X +ti_a2(n — Uﬁ)'
e Quaisquer populacdes, grandes amostras

_ o
(X =2 a/Q\F X+ 2 a/Z\F)
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Estimacao intervalar

Consideremos novamente o exemplo das emissdes de mondxido
de carbono, isto é:

Exemplo: Com o objetivo de estudar as emissdes de mondxido
de carbono (g/km) de um certo tipo de veiculo (que se supde
circular a uma velocidade de 90km/h), foi recolhida uma
amostra, tendo-se obtido os seguintes resultados:

173 178 180 17.7 182 174 176 18.1

A amostra foi retirada de uma populacdo que se assume como
tendo distribuicio Normal.
Pergunta: encontre um intervalo de confianca a 95% para .
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Estimacao intervalar

Parametro desconhecido: u

Estimador: X

Pressupostos: Populacdo Normal, o desconhecido.

Grau de confianca: 95% = 1 — a = 0.95 = a = 0.05.

Nestas condi¢cdes, um intervalo de confianga para i é dado por

(Y - tl—a/2(n - 1)

S —
77X+t1—o¢/2(n7 1)

NLD

quantil de probabilidade ¢, /o

Tiago Dias Domingues
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Estimacao intervalar

Como o = 0.05, pretende-se
t1-0.05/2(8 — 1) = to.o75(7) = 2.364624.

A média e desvio padrdo da amostra sdo dados por:
T = 17.7625; s = 0.3248626, pelo que

(17.7625—2.364624 x

0.3248626

VE

,17.7625+2.364624 x

= (17.49091, 18.03409).

Tiago Dias Domingues
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Domingues

e Variavel fulcral

2 s? 2
X :(n—l)ﬁf\x (n—1).

Pelo que um intervalo de confianca para 02 a (1 —a) x 100% é
dado por

( (n—1)8% (n—l)SQ).

Va1 X2yl — 1)
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Estimacao intervalar

Intervalo de confianca para p - populacoes de Bernoulli

o Variavel fulcral

z=-L"L _anNo,1).
p(1—p)
n

Pelo que um intervalo de confianga para p a (1 — a) x 100% é
dado por

- 1-— - 1-—
<P — Z1—a/21\/ p(np)m + 21-a/2\/ p(np)>
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CAPITULO 6

Inferéncia Estatistica: testes de hipdteses (uma populagdo)

Tiago Dias Domingues
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Testes de hipdteses

Os testes de hipdteses foram uma poderosa ferramenta
desenvolvida para a tomada de decisGes e consequentes
conclusdes. Em Estatistica nada é certo até prova em
contrario, e portanto durante todo o processo, estamos a lidar
com o acaso, para o qual pretendemos minimizar todas as
decisbes devidas ao mesmo. Considere-se o seguinte caso que
permite introduzir de uma forma bastante clara o conceito dos
testes de hipdteses:

" Culpado ou inocente?”
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S Quando um individuo é notificado para ir a tribunal, este é
iago Dias . , L. .,
Domingues inocente até prova em contrdrio. Cabe ao juiz, com base nas
provas recolhidas (amostra) tomar a decisdo de condenar ou

absolver o individuo.

Temos portanto duas hipdteses em cima da mesa: 1) o
individuo é inocente; 2) o individuo é culpado. A informag3o
que se assume como sendo verdadeira (o individuo é inocente)
constitui em termos estatisticos a hipétese nula que denotamos
por Hy. O complementar desta hipétese constitui a hipdtese
alernativa que denotamos por Hi e cuja informac3o se traduz
na condenacdo do individuo.
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Testes de hipdteses

Contudo, as decisdes que tomamos nao estdo isentas de erros,
pelo que é necessario controld-los. Consideremos o quadro
seguinte que ilustra os tipos de erro que podem ocorrer num
teste de hipdteses.

Hipétese/Decisdo tomada Rejeitar Hy Nao rejeitar Hyp
Hg verdadeira erro decisdo correta
Hj falsa decisdo correta erro
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Testes de hipdteses

De acordo com o quadro anterior, podemos constatar a
existéncia de dois tipos de erro. O primeiro é o erro que resulta
de rejeitar HO quando esta é verdadeira. Este é também
chamado de erro de 1% espécie ou nivel de significancia do
teste, que iremos denotar por a. Podemos ainda escrever que

a = P(Rejeitar Hy|Hp verdadeira).

O segundo tipo de erro que resulta de n3o rejeitar HO sabendo
que HO é falsa, é chamado de erro de 2% espécie e denota-se
por 3. Repare-se que cometer um erro de 1% espécie é muito
mais grave do que cometer um erro de 2% espécie. Basta notar
que no primeiro caso e segundo o nosso exemplo, estamos a
condenar um inocente.
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Testes de hipdteses

Relativamente ao nivel de significancia («) consideram-se como
niveis usuais: 1%, 5% e 10%. Por exemplo, a = 1% significa
que é possivel rejeitar Hy sabendo que esta é verdadeira em 1%
das vezes. Trata-se de um erro controlado e que é fixado a
priori.

Definimos ainda a poténcia do teste como sendo o
complementar do erro de 2% espécie, ou seja,

1 — 8 = P(Rejeitar Ho|Hp falsa).

Note que a forma de minimizar simultaneamente o erro
de 12 e 22 espécie é aumentar a dimensdo da amostra.
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Aplicada 3 Com a realizacdo de um teste de hipdteses, pretende-se entdo
Gestao . . N
o conjeturar sobre o valor de um determinado pardmetro
1ago 1as . . ~
Domingues (populacional) de interesse. Suponhamos que o pardmetro que

se pretende estudar é o valor médio, u. Relativamente ao valor
que conjeturamos para o pardmetro e de acordo com o objetivo
da construcao do teste de hipdteses, podemos ter trés
situagoes:

1) conjeturar se o valor médio é superior a um determinado
valor, uo;

2) conjeturar se o valor médio seja inferior a um determinado
valor po;

3) conjeturar se o valor médio é diferente de um determinado
valor, ug.
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gfg;g;: unilaterias direito e esquerdo, respetivamente. O terceiro

caso diz respeito aos testes bilaterais. Formalmente,

1) Ho:p=povs. Hi:p> po;
2) Ho:p=povs. Hy:p < po;
3) Ho:p=povs. Hy:p# po.

O valor que se assume para g consiste em experiéncia passada,
ou seja, conhecimento prévio sobre o problema em estudo. O
que pretendemos saber é se com o conjunto de dados que
estamos a trabalhar, existe evidéncia (ou n3o) para rejeitarmos
Hj a favor de Hq, sob a veracidade da hipdtese nula.
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Testes de hipdteses

A questdo que surge neste momento é, como quantificar esta
evidéncia?

Repare que o nosso objetivo continua a ser o de realizar
inferéncias sobre os pardmetros de uma dada populagdo e que
estas inferéncias dependem da amostra que é recolhida dessa
mesma populagdo.

Considerando, por exemplo, o valor médio i, vimos que para
realizar inferéncias sobre este parametro ao nivel da estimacao
intervalar, era necessario definir a varidvel fulcral que dependia
apenas do parametro de interesse e tinha distribuicdo de
amostragem completamente especificada.
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Testes de hipdteses

Para a realizacao de um teste de hipdteses vamos continuar a
necessitar dessas varidveis, que neste contexto serao chamadas

de estatistica de teste.

Exemplo - estatisticas de teste para o valor médio

e Populagdes normais, o conhecido

X — o
o/vn

e Populages normais, o desconhecido

Z =

X — po

'="5rm

Tiago Dias Domingues Estatistica Aplicada a Gestao
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Testes de hipdteses

e Quaisquer populagdes, grandes amostras (n > 30)

X — o X — o
a/v/n (0.1) ou 2 S/v/n

Depois de definidas as estatisticas de teste, é necessario
proceder a tomada de decisdo do teste, ou seja, de rejeitar ou
nao rejeitar a hipdtese nula (uma vez que € esta que é
assumida como sendo verdadeira).

Z “ N(0,1)
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Testes de hipdteses

Exemplo: Com o objetivo de estudar as emissdes de mondéxido
de carbono (g/km) de um certo tipo de veiculo (que se supde
circular a uma velocidade de 90km/h), foi recolhida uma
amostra, tendo-se obtido os seguintes resultados:

173 178 180 17.7 182 174 176 18.1

A amostra foi retirada de uma populagcdo que se assume como
tendo distribuicdo Normal. Normas ambientais estabelecem
que o valor médio das emissoes deve ser no maximo de 18
g/km. Considerando a amostra recolhida acha que estas
normas estdo a ser cumpridas? Considere um nivel de
significancia de 2.5%. Para o teste realizado indique qual o
tipo de erro em que pode incorrer.
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Testes de hipdteses

Neste exmplo, temos que o parametro em estudo é o valor

médio p que representa o as emissdes médias de mondxido de

carbono.

O segundo passo consiste em estabelecer as hipéteses nula e
alternativa. Neste caso tem-se que

Considerando que estamos na presenca de uma populacdo

H(]:,U,§18

vs. Hy:p>18.

normal com o desconhecido, tem-se que a estatistica de teste é

dada por

T =

Tiago Dias Domingues

_Y_

S/v/n

£ t(n—1).

Estatistica Aplicada a Gestdo
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Tiago Dias Depois de definida a estatistica de teste pretende-se entdo
Domingues averiguar se os dados sdo consentdneos com as hipdteses

estabelecidas.

Note-se que se H; for verdadeira, ent3o esperamos que tal se
traduza nos dados, isto é, esperamos que a média da amostra
seja, efectivamente, maior do que 18. Ou seja, se Hy for
verdadeira, o valor observado da estatistica de teste deverd ser
um valor positivo, grande em valor absoluto.Quanto mais longe
de 0, para a direita, este valor estiver, mais apontam dos dados
no sentido de H; ser mais plausivel do que Hy. Calculemos
ent3o o valor observado de T
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Testes de hipdteses

_ 17762518 o
0.3248626//8

Fixado o erro de 1¢ espécie, tem-se que é possivel definir a
regido de rejeicao e de aceitacdo do teste.

obs

Regido critica:
[2.3646, + oo

Regido de aceitacdo:
]-o0, 2.3646]

Regido critica ou de rejei¢iq

Quantil critico da distribuicio t-Student: 2.364624
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e T Posto isto, vamos verificar se o valor observado da estatistica
Domingues pertence a regido critica ou a regido de aceitacdo. Note que se

Tobs > tl—a(7)7

entdo rejeita-se Hy, caso contrario a hipdtese nula nio é
rejeitada.

Como Typs = —2.0678 < to.975(7) = 2.3646, n3o se rejeita Hy.
Concluimos que n3o existe evidéncia para afirmar que as
emissdes médias de mondxido de carbono sejam superiores a 18

g/km.
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Testes de hipdteses

Uma forma alternativa de tomar a decisao num teste de
hipdteses é através do célculo do p-value. O p-value ndo é
mais do que a probabilidade da estatistica de teste produzir um
valor t3o ou mais extremo no sentido da hipdtese alternativa do
que o valor produzido com base nos dados observados.

Neste caso,

p —value = P(T > Typs)

Ou seja,
p —value = P(T > T,s) = P(T > —2.0678) =

1—-P(T < —2.0678) = 1— F(—2.0678) = 1—(1—F(2.0678)) =
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Testes de hipdteses

—=1— (1 - 0.961266) = 0.961266.

De seguida procede-se a comparag¢do do p-value com o nivel

de significancia utilizado e conclui-se que

B se p-value < a, entdo rejeita-se Hy;

B se p-value > «, entdo n3o se rejeita Hy.

Neste exemplo, como p-value=0.961266 > 0.05, n3o se rejeita
Hy, tal como seria de esperar pela decisao tomada com base
no valor observado da estatistica de teste.
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B Populacdo normal, o desconhecido:

1) Ho:p=povs. Hi:p> po;
2) Ho:p=povs. Hy:p < po;
3) Ho:p=povs. Hy:p# po.

1) rejeita-se Hy se Tops > t1—o(n —1);
2) rejeita-se Hy se Tops < to(n —1);
3) rejeita-se Hy se [Tops| > t1_q/2(n —1);
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Testes de hipdteses

Populacdo normal, o conhecido:

Ho:p=povs. Hy:p> po;
Ho:p=povs. Hy:p < po;

) Ho:p=povs. Hy:p#po.

rejeita-se Hy se Zops = Z1—a;
rejeita-se Hy se Zops < Za;

rejeita-se Ho se | Zops| > 21-q/2;
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Testes de hipdteses

B Qualquer populagdo, grandes amostras (n > 30):

Hy:p=povs. Hy:p> po;
Ho:p=povs. Hy:p < po;
Ho:p=povs. Hi:p# po.

rejeita-se Hy se Zops = Z1—a;

rejeita-se Hy se Zops < Za;

rejeita-se Ho se | Zops| > 21-q/2;

Tiago Dias Domingues
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Testes de hipdteses

Teste de hipéteses para a variancia (o?):
1) Hy:0? =03 vs. Hy :0%> o},
2) Hy:0? =03 vs. Hy:0%<o};

3) Hy:0? =03 vs. Hy:0%# 0}
Estatistica de Teste: X2 = (n — 1)5—5 ~x%(n—1).
90

1) rejeita-se Hy se X% > x3_,(n—1);
2) rejeita-se Hy se X2, < x2(n —1);
3) rejeita-se Ho se | X3,[ > X7, p(n —1);
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Testes de hipdteses

Teste de hipéteses para a proporgédo (p):

1) Ho:p=mpovs. Hy:p>po;

2) Ho:p=povs. Hy:p < po;
3) Ho:p=povs. Hi:p# po.

Estatistica de Teste: Z =

P e N(0,1).

po(1—pg)
n

1) rejeita-se Hy se Zops > 21—a;

2) rejeita-se Hy se Zyps < za;

3) rejeita-se Hy se | Zops| > Z1—a/2i

Tiago Dias Domingues
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CAPITULO 7

Inferéncia Estatistica: testes de hipSteses (duas

populagdes)

Tiago Dias Domingues
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Gestdo Até aqui estivemos interessados em realizar inferéncias sobre os
Tiago Dias pardmetros de uma populacdo. Contudo, o interesse pode ir
Domingues

mais além, no sentido em que é possivel comparar populagcdes
quanto aos seus parametros. Neste capitulo vamos apenas
considerar os casos de duas populag¢es, iniciando com os testes
de hipdteses para comparacdo de valores médios.

Exemplo: Suponhamos que estamos interessados em comparar
o tempo médio de vida de pilhas da marca A e da marca B.
Para tal, foram observadas 10 pilhas de cada uma das marcas,
tendo-se obtido os seguintes resultados:

marca A: 85.6 77.4 785 80.2 963 883 821 809 795 79.2
marca B: 64.8 65.4 68.7 722 745 754 764 769 785 79.0
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Testes de hipdteses para comparacao de valores
médios

De acordo com o exemplo anterior temos duas caracteristicas
em estudo: o tempo de vida das pilhas e a respetiva marca (A
ou B). Serd natural portanto, considerar duas popula¢des X 4
e Xp que dizem respeito ao tempo de vida das pilhas da marca
A e da marca B, respetivamente, dando origem a duas
amostras consoante a marca das pilhas.

As amostras que se podem retirar de duas populagcdes podem
ser classificadas em independentes ou emparelhadas.

e amostras independentes: os individuos ou unidades
experimentais sao distribuidos pelos grupos de forma
aleatdria, sendo os grupos mutuamente exclusivos.
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Testes de hipdteses para comparacao de valores
médios

e amostras emparelhadas: os individuos ou unidades
experimentais sdo observados aos pares (por exemplo em
diferentes momentos no tempo).

De acordo com o exemplo anterior podemos ent3o classificar as
duas amostras como sendo independentes. Por uma questao de
simplicidade, consideremos que as duas populactes X4 e Xp
do exemplo anterior tém distribuicdo normal com valores
médios p4, p e desvios padroes o4 e op, respetivamente, isto
é

Xa~ N(pa,04), Xp~—~ N(up,oB).
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médios

Pretende-se ent3o saber se existe evidéncia para afirmar se o
tempo médio de vidas das pilhas das duas marcas é ou nao
igual. Podemos entdo formalizar as seguintes hipdteses:

Ho:pa=pp wvs. Hy:pa# pp.
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Repare-se que testar a hipdtese de igualdade dos valores médios
¢é equivalente a testar a hipétese de que a diferenca seja nula,
isto é

Ho:pa—pp=0 ws. Hy:pa—pp#0,

pelo que o pardmetro em estudo serd a diferenca dos valores
médios (pa — pp). Um bom estimador da diferenga dos valores
médios serd a diferenca das médias, ou seja, X4 — X . Em
particular,

Y% Ya Ty Ty
E(Xps—Xp)=pa—pp e wvar(Xy—Xp)=—"2+—"2.
na np
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Domingues acilmente compreendemos que as reais diferencas (em termos

médios) entre duas populagdes podem ser influenciadas pela
variabilidade inerente a cada uma das popula¢des. Nesse
sentido, o parametro de dispersdo das populacdes A e B sao
encarados como parametros perturbadores.

Assim sendo, quando se pretende comparar valores médios de
duas populacdes normais para as quais as variancias sao
desconhecidas, é necessario ter consideracdo se as variancias
se podem considerar iguais ou diferentes.
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Amostras independentes
1. Populagdes normais, varidancias conhecidas

Hipodteses a testar:

1) Hy:pua—pp =200 wvs. Hy:pa—pp>do
2) Ho:pa—pp=2060 wvs. Hy:pa—pp<do
3) Hy:pa—pp =20 wvs. Hi:pag—pup#do

Estatistica de teste:

Xa4—Xp)— (jia—
3
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Rejeita-se Hj se:

1) Zobs > Zl-a
2) Zobs < Za
3) |Zobs| > Zl—a/2

Intervalo de confianga a (1 — «) x 100% para s — up

<96A —TpE 22 X

Tiago Dias Domingues

2 2
g g
714_’_73

na np
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Hipéteses a testar:

1) Ho:pa—pp==060 wvs. Hy:pa—pp>do
2) Hy:pa—pup =9 wvs. Hi:pa—pup<dy
3) Hy:pa—pp =290 vs. Hi:pa—pup#do

Como as varidncias sdo desconhecidas e s3o consideradas
iguais, o pardmetro o2 precisa de ser estimado a partir da
amostra, sendo o melhor estimador a variancia, s2. Contudo,
como temos a informac3o de duas amostras independentes a
ter em conta aquando da estimac¢3o, o que se vai estimar é a
chamada variancia ponderada (pelas duas amostras), isto &,
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(na —1)S% + (np — 1)S%
na+ng—2

2
S, =

Assim, a estatistica de teste vem dada por

(Xa—Xp) = (pa—pBlo _n,,
1 1
Sp X \ma tap

Rejeita-se Hj se:

T = (nA—l—nB—Q)

1) Tops > tlfcz(nA +np — 2)
2) Tops < ta(nA +np — 2)
3) |Tobs| > tl—a/2(nA +np —2)
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Testes de hipdteses para comparacao de valores

médios

Intervalo de confianga a (1 — a) x 100% para us — pup

<:J:A —ZpEti_gp(na+np—2) X s, X

Tiago Dias Domingues
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Testes de hipdteses para comparacao de valores
médios

3. Populacbdes normais, variancias desconhecidas e
diferentes
Hipodteses a testar:

1) Ho:pa—pp=20 wvs. Hy:pa—pp>do
2) Hy:pa—pp=20 wvs. Hi:pa—pup<do
3) Hy:pa—p =200 vs. Hyi:pa—pup#do

Estatistica de teste:

(Xa—=Xp) —(pa—pBlo _n,,
Si S% Vs
Vit
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2
2 2
nA 'n/B

5124/"14 s%/nB
np—1 ng—1
a parte inteira de v.

onde v = . Quando v n3o € inteiro, considera-se

Como saber se as variancias se podem considerar iguais
ou diferentes? - o teste F (caso de populagées normais)

Pretende-se testar a hipdtese:

L2 2 .2 2
Hy:04 =05 wvs. Hy:09#o0%.
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H(]:

Q‘Q
Ty op b

2
=1 s Hl:Z—g‘;«él.
B

A estatistica de teste é dada por

52 2
F= A<UA> /\HOF(nA—l,nB—l),
0

- Q2 2
Sp\op

onde F(ng — 1,np — 1) designa a distribuicdo F-Snedecor com
(na —1,np — 1) graus de liberdade. Deixa-se como observagdo

que Fo(m,n) = oy
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Em geral, é ainda possivel estabelecer as seguintes hipdteses

1) H()ZO'E‘:O'% V8. H120'2>O'QB
2) Hozai:a% V8. H120'2<O'%
3) Hy: 04 =0% ws. Hi:0>+#0%

Rejeita-se Hj se:
1) Fobs > Fl—a(nA - 1,TlB - 1)

2) FobsSFa(nA_lvnB_l)
3) ‘Fobs‘ > Fl—a/Q(nA —Lnp— 1)
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No caso de afastamentos a distribuicdo normal, utiliza-se o

teste de Levene para testar a hipétese de igualdade das
variancias.

Intervalo de confianga a (1 — a) x 100% para

Q‘Q
o o

()
Fi_qj2(na—1,ng —1)" Fy9(na—1,np —1)
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4. Quaisquer populacdes, grandes amostras

Hipodteses a testar:

1) Ho:pa—pp=20 vs. Hy:pa—pp>do
2) Ho:pa—pp=2060 wvs. Hy:pa—pp<do
3) Ho:pa—pp=2060 wvs. Hy:pa—pp#do

(i) variancias conhecidas

Estatistica de teste:

7 = Ho N(0,1),
0% | 9%
na + np
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(i) variancias desconhecidas (iguais ou diferentes)

Estatistica de teste:

(Xa—XgB)— (1a— pB)o

EEr
na T ng

Z = ~Ho N(0,1),
Em ambos os casos (i) e ii)), rejeita-se Hy se

1) Zobs Z 21—

2) Zobs < zq

3) |Zobs| > Rl—a/2
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Consideremos novamente os dados de tempo de vida das pilhas
da marca A e da marca B.

marca A: 85.6 77.4 785 80.2 963 883 821 809 795 79.2
marca B: 64.8 65.4 68.7 722 745 754 764 769 785 79.0

Pretende-se entdo saber se existe evidéncia para afirmar que os
tempos de vida sejam diferentes consoante a marca utilizada.
As hipdteses em teste sao

Hy:pa—pp=0 wvs. Hy:pa—pup#0.
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estamos nas condicdes de populacdoes normais e variancias
desconhecidas. Resta saber se as varidncias de podem
considerar iguais ou diferentes. Para ja vamos comegar por
apresentar algumas caracteristicas amostrais para as duas
amostras, nomeadamente a média, variancia e desvio padrao.

Marca A (n =10) Marca B (n = 10)

Média 82.8 73.18
Variancia 33.63 27.20
Desvio padrao 5.80 5.22
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e Testar a hipétese de igualdade das variancias - teste F
Pretende-se testar

L2 2 .2 2
Hy:04 =05 wvs. Hi:03#0p

Tem-se entdo que o valor observado da estatistica de teste é

~33.63
obs — m
Como se trata de um teste bilateral, rejeita-se Hy se
Fops > I _4/2(10 — 1,10 — 1). Considerando o = 0.05, tem-se
Fy.975(9,9) = 4.0260. Como 1.24 < 4.0260, n3o se rejeita Hp.
Assim, existe evidéncia para afirmar que as variancias sio
iguais.

x1=124
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Testes de hipdteses para comparacao de valores
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Estamos ent3do em condicoes de populacGes normais, variancias
desconhecidas e iguais, pelo que a estatistica de teste para o
teste de comparacdo de valores médios é dada por

(Xa—Xp)—(pa—pBlo K
Sp X L4

nA ng

T = na+npg—2)

Vamos entdo calcular a varidncia ponderada:

2 2
_ (a—1)Sh +(np —1)SE _ (9x33.63) +(9x27.20) _

2 _
S
p ng+ng—2 104+10—2
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Do Assim, s, = \ /52 = v/30.415 = 5.51 e,

82.8 — 73.18) — 0
Tps = ( ) =0 _ 390

551X /45 + &
Tratando-se de um teste bilateral, rejeita-se Hy se
Tobs > t1—q/2(10 4+ 10 — 2). Considerando a = 0.05, tem-se
to.975(18) = 2.10. Como 3.90 > 2.10, rejeita-se Hy. Existe
evidéncia para afirmar que o tempo médio de vida das pilhas
difere consoante a marca.
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Amostras emparelhadas

e Populacoes normais

Seja (X1,Y1), ..., (X,,Y,,) uma amostra composta por pares de
observagdes de duas populagdes normais X —~ N(ux,o0x) e
Y —~ N(uy,oy). Falamos por exemplo de observagdes que

dizem respeito a diferentes instantes no tempo e o que se
pretende saber é se existem diferencas entre esses intantes.

Nesse sentido, considera-se a amostra das diferencas
D=X;-Y;, 1=1,..n. Prova-se que
D=X-Y ~ N(up,op),

2

em que ip = fix — fy € 0% = 0% + 0% — 2cov(X,Y).

Tiago Dias Domingues
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A partir da nova amostra D é ent3o possivel calcular a
respetiva média e varidncia, isto é,

= i di 2 D1 di no =2
d — ==L 7 — 1= — d .
n °D n—1 n—1

Hipdteses a testar:

1) HOZMD:(SO US. HI:MD>(5O
2) Ho:/LD:&) US. H, :MD<50
3) Hy: up =99 wvs. Hj:up #doy
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A estatistica de teste é dada por:

D4
Sp/v/n

T ~Hot(n —1)

Rejeita-se Hj se:

1) Tobs > tl—a(n - 1)
2) Tobs S ta(n — 1)
3) |Tobs’ > tl—a/Z(n - 1)
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e Quaisquer populacoes, grandes amostras
Hipoteses a testar:

1) HoZ/LD:(So VS. H; Z/LD>(50
2) HoZ/LD:(SQ vUS. H; I/LD<(SO
3) Hy: up =99 wvs. Hj:up #do

A estatistica de teste é dada por:

D — 4

2= 5pivn

~a" N(0,1)
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Domingues 1) Zobs Z Rl—a
2) Zobs < 2a

3) |Zobs| > Zl—a/2

Exemplo: Uma companhia de taxis estd interessada em saber
se o uso de pneus radiais em vez de pneus regulares tem
influéncia no consumo de combustivel. Para tal foi fixado um
troco a ser percorrido por 12 carros para os quais foram
colocados pneus radiais, tendo-se registado o consumo de
combustivel em km/l. Posteriormente, aos mesmos carros
foram colocados pneus regulares, tendo-se registado novamente
o consumo de combustivel apds terem percorrido o mesmo
troco. Os resultados foram os seguintes:
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Consumo de combustivel (km/1):

Pradiais | 42 | 47 | 66 | 70| 6.7 | 45 | 57 | 6.0 | 7.4 | 49 | 6.1
P.regulares | 41 | 49 | 62 | 69 | 6.8 | 44 | 57 | 58 | 6.9 | 47 | 6.0
Diferencas | 01 | -02 | 04 | 01 | -01 |01 | 00 |02 |05 |02 ] 01
De acordo com a amostra das diferencas, obteve-se
d=0.142 e sp =0.198.
Pretende-se testar:
Hy:pup=0 ws. Hy:up#0
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Tratando-se de uma amostra pequena, a estatistica de teste é
dada por

D —d

T =5o/vn

~Ho t(p —1)

4 _ _0.142-0 _
pelo que o valor observado é Ty;s = 0.108/ V13 2.48.

Tratando-se de um teste bilateral, rejeita-se Hy se

|Tobs| > ti—aj2(n —1). Assumindo o = 0.05, to.975(11) = 2.20.
Como 2.48 > 2.20, rejeita-se Hy. Existe evidéncia para afirmar
que o tipo de pneus tem influéncia no consumo de combustivel.
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Sejam X e X5 duas populagdes de Bernoulli independentes
com parametros py e po, respetivamente.

Para comparar estas populagdes é possivel estabelecer as
seguintes hipdteses:

1) Hy:p1i —p2=90 wvs. Hi:pi—p2>do
2) Hy:pr—p2=900 ws. Hi:pi—p2<ido
3) Hy:p1r—p2 =200 wvs. Hi:pi—p2#do

Um estimador de p1 — p2 é p1 — P2, onde p; = if—ll e py =

em que X1 e Xo representam o nimero de elementos da
amostra que pertencem a categoria em estudo.

X2
ng '
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Estatistica de teste:

\/pl(l—p1) + p2(1—p2

ni n2

Rejeita-se Hj se:
1) Zobs 2 Z1—a

2) Zobs < 2a
3) |Zobs‘ > Rl1—a/2
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Caso particular: Quando p; — p2 =0 < p; = po = p, tem-se
que o estimador comum é dado por

nip1 + naD2

p= n1 + no

Nesse caso a estatistica de teste vem dada por

7 (PL—D2) — (1 —p2)o _m, N(0,1)

ﬁ(l P&+ )
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Exemplo: Em dada altura, de acordo com um inquérito por
amostragem a 1500 cidaddos de um pais, a popularidade do
governo em funcdes era de 32.5%. Posteriormente, o governo
anunciou um pacote de medidas de austeridade. Algum tempo
apéds este antincio foi efectuada nova sondagem a 2000
cidad3os, na qual a popularidade do governo desceu 3%.
Verifique se a quebra de popularidade do governo é significativa

(use ao = 0.05).
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Seja p1 a percentagem de popularidade inicial do governo e ps
a percentagem de popularidade do governo apds o antincio de
medidas de austeridade. Tem-se que p1 = 0.325, po = 0.295
(quebra de 3% relativamente a popularidade inicial), n; = 1500
e ny = 2000. Pretende-se testar:

Hy:pi=p2 ws. Hi:pi>p&

Hy:pi—p2=0 ws. Hy:pi—p2>0
O valor observado da estatistica é
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(0.395 — 0.295) — 0

7 —
\/().308 x (1 —0.308) x <15100 + 20100>

=1.902

em que

mipr +noPa (1500 x 0.325) + (2000 x 0.295)

= = 0.308.
ni + ne 1500 + 2000

Z/?\:

Tratando-se de um teste unilateral direito, rejeita-se Hy se
Zobs = Z1—a- Assumindo o = 0.05, tem-se zp.95 = 1.64. Como
1.902 > 1.64, rejeita-se Hy. Existe evidéncia para afirmar que
a quebra de popularidade é significativa.
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